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Über die Auflôsung der allgemeinen Gleïchung 
sechsten Grades. 


Von 


Robert Fricke in Braunschweig. 
Votgelegt von C. Runge in der Sitzung 4m 15. Mai 1925. 


Die seit vielen Jahrzehnten bekannte Lehre, die man als Auf- 
lôsung der allgemeinen Gleichung fünften Grades bezeichnet, be- 
steht aus einem algebraischen und einem tfanszendenten Teile. 
Der erste Teil hat zum Ziele, die gegebené âällsemeine Gleichung 
fünften Grades durch Tschirnhaustransformätion in eine Normal- 
gleichung mit nur einem Parameter überzuführen, der zweite Teil 
lehrt die Darstellung der Wurzeln der Normalgleichung durch 
Modulfunktionen fünfter Stufe. (Gewôhnlich hat man dabei von 
vornherein die Quadratwurzel der Diskriminante adjungiert und 
gelangt dann zu einer Normalgleichung mit einer Galoisschen 
Gruppe der Ordnung 60, mag diese Normalgleichung auf die 
Modular- oder Multiplikatorgleichung sechsten Grades oder auf 
deren Resolvente fünften Grades oder endlich, wie es Klein be- 
vorzugt, auf die Ikosaedergleichung hinauslaufen. Beiïläufig sei in 
diesem Zusammenbang erwähnt, da die sogen. Bringsche Gleichung 
fünften Grades sich diesem Ansatze nicht einfügt; sie hat eine 
Monodromiegruppe der Ordnung 120, und ihre Wurzeln sind als 
eindeutige automorphe Funktionen der Signatur (0, 3; 2, 4, 5) dar- 
stellbar. An Stelle der letzteren kônnen auch die mit den Modul- 
funktionen nahe verwandten automorphen Funktionen der Signatur 
(0, 3; 2, 4, co) treten. Es entspricht dieser Austausch dem Ersatz 
der automorphen Funktion der Signatur (0, 3; 2, 3,5), d.h. der 
Ikosaederirrationalität, durch die Modulfunktionen der Signatur 
(0,8; 2, 3, co). Beide Male hat dieser Ersatz die Beschaffung 
gut konvergenter Reïhen nach q — e"°® zum Ziele. 

Die Bestrebungen eine entsprechende Theorie für die allge- 
meine Gleichung sechsten Grades zu schaffen, traten in ein akutes 
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Stadium, als die im Jahre 1889 von Valentiner entdeckte Gruppe 
von 360 ebenen Kollineationen bekannt wurde, die ich weiterhin 
kurz als die , Valentinergruppe“ bezeichnen will!) Diese Gruppe 
erwies sich als isomorph mit der alternierenden Permutations- 
gruppe des sechsten Grades. Der Grundgedanke des algebraischen 
Teiles der Theorie der allgemeinen Gleichung sechsten Grades 
mufte also der sein, der Valentinergruppe für diese Theorie die- 
selbe Stellung zuzuweisen, die die Ikosaedergruppe bei der Auf- 
lôsung der Gleichung fünften Grades besitzt. 

Die Analogie wird eine ziemlich vollständige, wenn man die 
zweite Auflôsangsmethode zugrunde legt, die Klein in seinen 
, Vorlesungen über das Ikosaeder“ entwickelt. Hier hat die Iko- 
saedergruppe die Gestalt einer ternären Kollineationsgruppe der 
Ordnung 60. Die Hauptaufgabe bestand darin, aus fünf unab- 
hängig veränderlichen Grôfien «,, «,,«,,«,,«,, nämlich den fünf 
Wurzeln der allgemeinen Gleichung fünften Grades, durch eine 
Kette algebraischer Operationen môglichst einfachen Charakters 
drei GrôBen 2,,z,, z, zu berechnen, die die 60 Substitutionen der 
ternären Ikosaedergruppe erfahren, falls die «& den 60 geraden 
Permutationen unterworfen werden. Die berechneten 2,,z,, 4,, in 
die invarianten Ikosaederformen eingetragen, liefern ,rational 
bekannte GrôBen“ ®D(2,,2,,2,), W(2,,z,,2,),.... Die Aufgabe der 
Bestimmung der z,, 4,, z, aus gegebenen Werten der Formen ®, 4, 
ist das ,Formenproblem der ternären Ikosaedergruppe“. Das Ziel 
des algebraischen Teiles der Theorie der Gleichungen fünften Grades 
ist bei dieser Auffassung, die Aufgabe der Lôsung der Gleichung 
fünften Grades nach Adjunktion von môglichst wenigen und müg- 
lichst einfachen Irrationalitäten auf das Formenproblem der ter- 
nären Ikosaedergruppe zurückzuführen. Der transzendente Teil 
besteht dann in der Darstellung der 4,,z,,z, in Gestalt eindeu- 
tiger Modulfunktionen. 

Einen ersten Ansatz diese Theorie auf die allgemeine Glei- 
chung sechsten Grades zu übertragen, hat Klein in seiner Ab- 
bandlung , Über die Auflôsung der allgemeïnen Gleichungen fünften 
und sechsten Grades“ skizziert?). Der vorgeschlagene Weg führte 
indessen: zu Schwierigkeiten und zwar infolge beständigen stôrenden 


1) Ich will mit dieser Benennung weder den ausgedehnten und tiefdringenden 
Entwicklungen von Gerbaldi (der bereits 1882 nahe an der Entdeckung der 
Valentinergruppe war), noch auch der von Wiman geleisteten ausgezeichneten 
Übertragung von Kleins Theorie der ternären Merde der Ordnung 168 Êt die 
Valentinergruppe zu nahe treten. 

:2):1m Journ: für Math. Bd, 129 tie oder ,;Ges. math. Abh!4 il s. Ait, 
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Auftretens von dritten Einheiïtswurzeln an unerwünschten Stellen t). 
Die Idee, diese Schwierigkeit zu überwinden, hat Klein ebenfalls 
gefaft. Sie entsprang dem einfachen Gedauken, neben Punktkoor- 
dinaten 2,,4,,z, in der Ebene auch Linienkoordinaten ,, u,, w, 
einzuführen und mit Zwischenformen zu arbeiten. Diese Idee 
wurde von Gordan aufgegriffen und in zwei hôchst ausgedehnten 
Arbeiten?) verfolgt. Grordan hat hier das Instrument der symbo- 
lischen Methoden der Invariantentheorie zum letzten Male in vir- 
. tuoser Weise gespielt und eine Fülle von Entwicklungen produ- 
ziert, die nach ihm wohl kaum je ein Zweiter im einzelnen zu 
verfolgen Grelegenheit haben wird”). Zu einem Abschluf ist er 
nicht gekommen. Nach Gordan ist die Idee der ,Kleinschen Bili- 
nearformen“ (die gleich 0 gesetzt , Kleinsche Konnexe“ liefern) von 
Arthur B. Coble in Baltimore aufgenommen, und ihm gebührt das 
Verdienst, nach persünlichem Ideenaustausch mit Klein die alge- 
braische Seite unseres Problems auf einem ersten Wege wirklich zur 
Durchführung gebracht zu haben‘). Auch Coble ist ein gewandter 
Invariantentheoretiker. Aber er hat weder gruppentheoretisch noch 
geometrisch den Gregenstand soweit durchdrungen, da er zu der 
Erkenntnis seiner wahren Einfachheit hätte gelangen kônnen. 
Mein eigener Weg führte mich zu Beginn des eben beendeten 
Winterhalbjahres an die Theorie der Gleichungen sechsten Grades 
heran gelegentlich der Abfassung des zweiten Bandes meines bei 
Fr. Vieweg un. S. erscheinenden Algebrawerkes. Die Ergebnisse 
meiner Untersuchung stelle ich im Folgenden in knappster Form 
zusammen. Die vorgelegte Gleichung sechsten Grades sei: 
(1) a+a. x +a,d+a.d+a,'+ax+a, = 0, 
ibre Wurzeln môgen «,,@,,@,,,,«,,«, genannt werden. Die 
Punktkoordinaten in der Ebene seien durch 4,, z,, z, bezeichnet, 
die Linienkoordinaten durch «,, w,, u. Die Valentinergruppe 
G,4 der Ordnung 360 setze ich in eine Gestalt, bei der das Koor- 
dinatendreieck ein ,oktaedrisches“ ist, d.h. die 2,, 4,2, sind so 
gewählt, daB sich eine bestimmte unter den Oktaedergruppen G,, 
in der G einfach durch Permutationen mit gewissen Zeichen- 


1) Dies liegt im Grunde an dem Umstande, daB die Ikosaedergruppe nicht 
nur als Kollineationsgruppe, sondern auch als Gruppe ternärer Substitutionen 
eine solche der Ordnung 60 ist, während die Valentinergruppe als Gruppe ter- 
närer Substitutionen die Ordnung 3 -360 hat. : 

2) in den Mathem. Ann. Bd. 61 (1905) und Bd. 68 (1910). 

3) Zahlreiche unverôffentlichte ARR sollen überdies noch in der Er- 
langer Universitätsbibliothek ruhen. 

4) in den Mathem. Ann. Bd. 70 (1910). 
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wechseln der 4,,2,, 4, darstellt. Die G,, ist aus zwei Substitu- 
tionen erzeugbar; ich benutze zum Zwecke von Kontrolrechnungen 
immer noch eine dritte, indem ich die drei Substitutionen : 


(U) CA FT Co CA ea CA — &o) (P) CA NE CA EE es 10 CA = 1 
22, — —2#+02+ 2, 
(W) 422, = be, +02; 
22, = 2,+02— 4,, 


die unimodular geschrieben sind, nebeneinander stelle. Hier bedeutet : 
6 die numerische Irrationalität : 


F = VEN 


während 6 die zu 9 konjugiert imaginäre Zahl ist. Für die Qua- 
drate von 6 und 6 werden unten die Abkürzungen » und % benutzt: 
__ 1—iVi5 _ _ 1+iV15 
(8) 7 = CN TEA 1 = sé: MAL 
Die numerische Irrationalität 0 ist von vornherein zu adjungieren, 
womit dann 6, V5, iV3 und damit auch die komplexen dritten 
Wurzeln der Einheit rational bekannt sind'). Es sei noch daran 
erinnert, daB zur Valentinergruppe als einfachste invariante Kurve 
eine solche vom sechsten Grade gehôrt, die durch die Gleichung 
F'(4,, 2,, 2,) = 0 dargestellt sei. Von den Linienkoordinaten stellt 
man fest, daf sie die zu den Substitutionen der z konjugiert kom- 
plexen Substitutionen erfahren. Unter («, z) sei die bilineare Form: 
(4) (u, 2) cu Ur FU + Usês 
verstanden, die gleich O0 gesetzt den ,identischen Konnex“ liefert. 
Eine einzelne Gerade der Ebene ist bezüglich der Kollineations- 
gruppe G59 mit 360 im allgemeinen verschiedenen Greraden äquivalent. 
Eine Herabminderung der Anzahl verschiedener äquivalenter Geraden 
tritt indessen ein, wenn die Gerade durch mehr als eine Kollinea- 
tion der G; in sich übergeht. So ist die durch: 


2+4+2 = 0 
1) Es verdient bemerkt zu werden, da die Substitutionen U, V, W, falls 


man unter 0 die quadratische Irrationalität A versteht, die Kleinsche 


Gruppe G:i5s in einer eigenartigen Gestalt erzeugen. Die bisher ausschlieBlich 


benutzte Gestalt dieser ternären Gruppe G;,, setzt die Adjunktion der 7ten Wurzel 
2ix 


der Einheit s — € 1 voraus, während man zur Behandlung der Kleinschen Gruppe 
in der Tat mit der genannten Irrationalität zweiten Grades reicht. 
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gegebene Gerade, die die eine Seite des Poldreiecks eines in 
der G; enthaltenen zyklischen Teilers der Ordnung 3 ist, eine 
von nur 60 verschiedenen äquivalenten Geraden. Entsprechend ist: 


(8) (u, Ur CA + U) (CA je 2 + 23) F: (u, 4) re (u, £a + Us 4) + (u, +052) 
+ +42) 

eine unter nur 60.äquivalenten bilinearen Formen. Es handelt 

sich hier um die Formen, zu denen Coble auf invariantentheore- 

tischem Wege geführt wird, und die seiner Theorie zugrunde liegen. 

Eine wesentliche Herabminderung der Anzahl unterschiedener 
äquivalenter Formen gewinnt man beim Arbeïten mit den 45 Per- 
spektivitätsaxen der G,, eine noch weitergehende Herabminderung 
aber bei Benutzung der 36 lonjugierten Geraden, die je die beiden 
auf der Kurve sechsten Grades F — 0 gelegenen Pole der 36 konju- 
gierten Teiler G; verbinden. Diese Geraden liefern den von mir 
* benutzten Ansatz, der an Einfachheit nicht mehr zu überbieten 
ist. Die 36 zugehôrigen linearen Formen zerfallen ihrer Bauart 
nach in 3 Systeme zu je 12 Formen. Aus jedem System sei eine 
Form genannt: 

Un (&o 21 2,) = 82,+ (Cut 5824 
(6) | Jis (&os &1 2,) ps (L 0) 89 + 2 + 82 
VE (CA &;5 23) = La ((1 +6) étre; +2); 
aus ihnen gehen je 11 weitere ähnlich gebäute Formen allein durch 
die Substitutionen der bevorzugten Oktaedergruppe hervor. 

Die 86 linearen Formen g, permutieren sich nun gegenüber 
den Substitutionen U, V, W nur erst bis auf Zeichenwechsel und 
multiplikative dritte Wurzeln der Einheit. Bildet man jedoch die 
konjugierten Formen in Linienkoordinaten: 


TAC WU; u,) ET Ou, + (B—1)u,, 


und stellt die Zwischenformen: 


(7) B, (u,, U;; u,[&; Z13 £) = d (u,, U;, u)°9, (CA 2; CAR 
» = 1,2, .…, 36 


her, so permutieren sich die letzteren gegenüber U, V, W rein. 
Bei der ausführlichen Darstellung müssen natürlich die Permu- 
tationen explizite angegeben werden. 

Man hat nun weiter den drei erzeugenden Substitutionen 
U, V, W in richtiger Art drei Permutationen der sechs Wurzeln 
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“,, dy, ..., &, Zzuzuordnen. Zu diesem Zwecke knüpft man an eines 
der beiden Systeme zu je sechs Ikosaederformen zweiten Grades an, 
die den beiden Systemen von je sechs ikosaedrischen Teilern G,, 
der Valentinergruppe entsprechen. Ich habe mich bei den Rech- 
nungen stets der sechs besonders übersichtlich gebauten Formen 
bedient: 


Pa (Sos La 2) = ++ 2iV22,e,, 
Pa(es 815 2) + + 221822, 


® Pal, 3 2) = A Sa 
Paleos 25 ) = — + —25V32,2,, 

P, (és ré) = Print 

\ pie 24) = —#—2#+n#—20iV82 2, 


die sich gegenüber den Substitutionen der Valentinergruppe bis 
auf multiplikative dritte Æinheitswurzeln permutieren. Bei Be- 
nutzung dieses Ansatzes entsprechen den Substitutionen U, V, W 
die folgenden Permutationen der Wurzeln «,,&,,..., «,: 


NU —=(u,o,x).(a, mu, &), V = (a, &)(, &, &, w), 
W DE (CA a) £ (C2 y). 

Es gilt nun, aus den «,, &,,...,«, eine gegenüber den Permu- 
tationen der alternierenden Gruppe 36-fôrmige Funktion der & zu 
bilden, deren 36 Gestalten bei Ausübung der Permutationen U, V, W 
genau die gleichen Vertauschungen erfahren, wie die Bilinear- 
formen (7) bei den Valentinersubstitutionen U, V, W. Die ein- 
fachste Funktion, die dies leistet und die weder zum identischen 
noch zu einem identisch verschwindenden Konnex führt, hat man 
in der Funktion vierten Grades vor sich: 

(10) A(a) = (aa +au,+au,+a a+, a). 

Man nenne diese Funktionen A,(«) und stellt durch wiederholte 
Ausübung der Permutationen U, V, W leicht eine Tabelle der 36 
Gestalten À,(x), ..,, 4,(x) dieser Funktion her. As einfachsten 
Kleinschen Konnex, su bilinear in den u, z n vom vierten Grade 
in den « ist, hat man nun: 


(11) Pr À, (a) B,(u|z) — 0 


Bei Anordnung nach Produkten ,z, findet man: 
LD So ouai L Ou pli ile, 


Re a 
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(13) ue = 2(4,+4,+4,+4+ 435 + 43 + Au + A1) 
+ (Au + A5 +415 + A5 + A5 + Ai + A5 + A5) 
a (3— V5)(4,+4,+24,+24, SF A+ 4,5 + A9 + À) 


(4) 


(15) 


ES (4, 64, A A AURAS AS + 4e) 
Ci (a) = (7-0) 4 =(7—0) 4 (ù—0) 4, +(5— 0) 4, e 
PR ER M AT ES 
es (bib YA O) 4), 54 (2250) Au (12 0)4,5 2: 
3 
ne or ee DB LC 
*. (1 +06) SFA —(1+6) A5 + 435 — (1 +6) A+ ( a 6) À,;— A5) 
C(a) Er (5—0) 4,—(n—0) À,— (Tr --6) 4,+(7—6) À, 


+(1—6) 4,+24,,+(1-0) 4,,—(1—6) 4,,— 4,,+(1—0) À 
Se 6) A5 + A9 (1—0) An +(1—6) As — Au, —(1—06) 4 
3—\/5 

LI (149) And + (LH) (149) Aude (1+ 0) Au 


—(1+6)4,, +4, —(1 +0) Ar (PO) A SE — A,5—(1+6)4,) 


gilt und die Ausdrücke für C,,, C,, Cy bezw. C,, Ch, C, aus den 
vorstehenden durch zweimalige Anwendung der Permutation U 
entstehen. Indem man etwa C,,(«) nach den & ordnet und in dem 
entstehenden Ausdrucke das Glied : 


1 un ÉRAMES due, 


feststellt, ist einleuchtend, daB der Konnex (12) weder der iden- 
tische ist noch. identisch verschwindet. Die Ausdrücke C,,, C,, C. 
ergeben sich als konjugiert komplex zu den C,,, C,,, Ci. 


10? 21 


01 ? 


Der Konnex (12) bedeutet eine umkehrbar eindeutige Punkt- 


(16) 


zuordnung in der Ebene, die einfacher noch durch die Kollineation : 


DEA = Ce OS PIC Es 
DEA Tel Create eiC es; 
Me Cyapt Ce 2404 9 


2272 


dargestellt wird. Wir ordnen nun dem Konnexe bezw. der Kolli- 
neation (16) einen ihrer festbleibenden Punkte zu, dessen Koordi- 
naten wir durch 6,, €,, 6, bezeichnen. Diese Zuordnung ist in dem 
Sinne eine kovariante, dal die £,, €, E,, falls man die «,,&,,..., 
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einer Permutation der alternicrenden Gruppe unterwirft, die entspre- 
chende Valentinersubstitution erfahren. 

Die Berechnung der 6,, 6, & ist das im Mittelpunkte der al- 
gebraischen Entwicklung stehende Problem. Sie gründet sich auf 
die Lôüsung der in & kubischen Hilfsgleichung : 


| ce sl 2 Cox Co | 
(17) Cho GER a. Ca | — 0. 
Co ) Et 5 cs To | 


In der entwickelten Gestalt sind die Koeffizienten dieser Gleichung 
ganze Funktionen vierten, achten und zwülften Grades der Wurzeln 
@,, @,, ..., @,, die bei den Permutationen der alternierenden Gruppe 
Ga unverändert bleiben, also (da sie den Grad 15 des Differenzen- 
produktes nicht erreichen) symmetrisch sind. Die entwickelte Gre- 
stalt der Hilfsgleichung dritten Grades ist: 


(18) u°—3(5—V5)(a, a, —4a)ut—2(8— V5) (ROaïa, —12atd! 
+ 80 a; a, — 78 a, a, a, + 123 a, a, a, + 24 a; a, 


2 
— 8 a; a, a TA 


—9a, a} —72a,a, +135 a, «, — 288 a?) u — (16 (7 — 35) ai ai 
+72(3-— 1/5) a, a, ai + 216 (2— V5)ai+..) = 0, 


wobei die nicht mehr angegebenen Terme des Absolutgliedes min- 
destens einen der Faktoren «a,, a,, a, enthalten!). Es ist bemerkens- 
wert, daf in den Koeffizienten als numerische Irrationalität nur 
noch (5 auftritt. Die grundlegende Frage, ob die kubische Hilfs- 
gleichung eine Galoissche Gruppe G, der Ordnung 6 hat, kann auch 
ohne fertige Berechnung des Absolutgliedes bejaht werden. Wäre 
nämlich die Quadratwurzel der Diskriminante ,rational bekannt‘, 
so würde sie dies auch dann noch sein, wenn a, — 0, a, = 0, 
a, = 0, a, — 0 gesetzt wird. In diesem Falle aber nimmt die 
kubische Hilfsgleichung die Grestalt an: 


u°+18(3—V5)a,ai w—216(2—1V5) ai = 0 
und ihre Diskriminante ist: 


—29.80(9— 415) «(4 a + 27 a). 


1) Ich habe zwar die Rechnungen sehr viel weiter getrieben, aber nur die 
angegebenen Terme durch vielfache Kontrolrechnungen gesichert. Coble kann 
an der entsprechenden Stelle seiner Theorie eine fertige, aber allerdings hôchst 
umständliche und deshalb für numerische Zwecke kaum brauchbare Hilfsgleichung 
angeben, da ibm sein Ansatz erlaubt, mit Semiinvarianten zu rechnen. 
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Hieraus folgt der Hauptsatz: Nach Adjunktion der ganzen alge- 
braischen Zahl vierten Grades 0 als numerischer Irrationalität, ferner 
einer nicht mehr numerischen Quadratwurzel und einer ebensolchen 
Kubikwurzel sind durch rationale Rechnungen, nämlich Auflüsung 
linearer Gleichungen, aus den Wurzeln «,, «,, ... a, der allgemeinen 
Gleichung sechsten Grades drei GrüfBlen &,(«), &(«), &,(«) berechenbar, 
die bei den 360 geraden Permutationen die Substitutionen der Valentiner- 
gruppe erfahren). 

Wiman hat das volle Formensystem der Valentinergruppe 
aufgestellt. Es besteht aus der oben bereits erwähnten Form 
F(2,,2,,2,) des Grades 6, einer Form 12ten Grades ®(2,, z,, 2,), 
einer solchen 30sten Grades %(2,, 2, z,) und einer Form 45sten 
Grades X (2,, z,, z,), deren Quadrat als ganze Funktion von F7, ®, 
darstellbar ist. Wiman hat die Formen ®, #, X aus F durch in- 
variante Prozesse hergestellt. Für die Rechnungen habe ich es 
für zweckmäBiger gefunden, das Formensystem FF, ®, Y, X etwas 
anders zu erklären, wobei nur F und X unmittelbar auf die 
Wimanschen Formen zurückkommen. Als Form ® benutze ich 
das Produkt der sechs Ikosaederformen (8), als Form % das Pro- 
dukt der 15 Oktaederformen des einen der beiden Systeme und 
als Form X das Produkt der 45 Linearformen, die die 45 Perspek- 
tivitätsaxen der Valentinergruppe liefern. Alle diese Formen sind 
gegenüber den Valentinersubstitutionen absolut invariant. Wenn 
man demnach die oben berechneten Ausdrücke 6,(a), &,(«), &,(«) in 
die Formen F, ®, # und X einträgt, so gewinnt man Funktionen 
der Wurzeln «, die bei den 360 geraden Permutationen unverän- 
derlich sind und also nach Adjunktion der Quadratwurzel der 
Diskriminante der Gleichung sechsten Grades rational bekannt 
sind. Die Berechnung der &,, 6,6, aus den angegebenen Werten 
der Formen F, ®, Y, X ist das ,Formenproblem“ der Valentiner- 
gruppe; auf dieses Problem ist durch die vorstehende algebraische Ent- 
wicklung die Auflüsung der allgemeinen Gleichung sechsten Grades 
reduziert, wobei das Formenproblem als , Normalproblem“ oder , Galois- 
sches Problem“ die Stelle der Galoisschen Resolvente der Gleichung 
sechsten Grades vertritt?). Hiermit ist der algebraische Teil der 
Entwicklung beendet. 


1) Infolge der vollzogenen Adjunktionen braucht die entstehende Substitu- 
tionsgruppe der alternierenden Gruppe G30 nicht isomorph zu sein; in der Tat 
ist die Valentinergruppe als ternäre Substitutionsgruppe (nicht Kollineations- 
gruppe) ja eine Gruppe der Ordnung 3.360. 

2) Nach Analogie mit der Ikosaedertheorie liegt der Versuch nahe, das 
Problem durch weiïtere Adjunktionen auf ein solches mit Æ# — 0 zu reduzieren. 
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Würde man durch weïitere Adjunktionen unser Formenproblem 
auf ein solchkes mit F — 0 reduzieren, so hätte man den transzen- 
denten Teil des Auflüsungsprozesses der allgemeinen Gleichung 
sechsten Grades in fertiger Gestalt in der Theorie der Transfor- 
mation dritten Grades der automorphen Funktion der Signatur 
(0, 3; 2, 4,5), die ich im zweïten Bande der von Klein und mir heraus- 
gegebenen , Vorlesungen über automorphe Funktionen“ $. 553ff. ent- 
wickelt habe, unmittelbar zur Hand. Die daselbst aufgestellte 
Transformationsgleichung 10ten Grades und die beiden Resol- 
venten sechsten Grades (durchweg Gleichungen mit nur einem 
Parameter) wären die einfachsten Gleichungen, auf die die allge- 
meine (Gleichung sechsten Grades reduzierbar ist. Dieser Abschluf 
der Theorie würde genau den Entwicklungen entsprechen, die 
Hermite, Kronecker und Brioschi gegen Ende der fünfziger 
Jahre des vorigen Jahrhunderts über die Gleichung fünften Grades 
gaben. | 

Die Reduktion auf ein Problem mit F — 0 läuft geometrisch 
darauf hinaus, einem beliebigen Punkte 6,, 6, €, der Ebene einen 
Punkt der Kurve sechsten Grades kovariant zuzuordnen. Wegen 
der in der letzten Fufnote genannten Schwierigkeiten habe ich 
auf diesen Weg verzichtet und für die transzendente Theorie der 
allgemeinen Gleichung sechsten Grades einen anderen Gredanken- 
gang eingeschlagen. Man hat in: 


(19) D(z,, 4, 4)—1F(e, 4,2) = 0 


eine Schar von Kurven zwülften Grades des Geschlechtes p — 55, 
deren jede durch die 360 Valentinersubstitutionen in sich über- 
gefübrt wird. Diese Kurven haben sämtlich die 72 auf der Kurve 
sechsten Grades gelegenen Pole der zyklischen Teiler G, der Ord- 
nung fünf in der Valentinergruppe gemein?). Im übrigen läuft 
durch jeden Punkt der Ebene eine und nur eine Kurve der Schar 
(18) hindurch. Wir greifen die Kurve heraus, die durch den Punkt 
6 6 & hindurchläuft. Alle mit diesem Punkte bezüglich der G 
äquivalenten Punkte liegen gleichfalls auf dieser Kurve. 
Mit einem beliebigen Punkte der Kurve (19) sind im allge- 
meinen 360 verschiedene Punkte äquivalent. Dâgegen fallen diese 


Soweit ich sehe, sind indessen hierzu algebraische Prozesse durchzufähren, die 
an Kompliziertheit der Auflôsung der allgemeinen Gleichung sechsten Grades 
mindestens gleichkommen. 

2) Diese 72 Punkte werden auf der Kurve sechsten Grades rein durch ® = 0 
ausgeschnitten und sind die 72 Wendepunkte jener Kurve. 
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Pankte zu je 5 zusammen, falls man mit den schon. genannten 
72 Polen der G; zu tun hat. Darüber hinaus kommen im allge- 
meinen nur noch Koïnzidenzen zu je zwei Punkten vor. Sie werden 
geliefert von den 12:45 = 3: 180 Schnittpunkten der Kurve zwülften 
Grades mit den 45 Perspektivitätsaxen. Die Punkte gruppieren 
sich in drei Systeme zu je 180 äquivalenten Stellen der Kurve 
zwôülften Grades. Nach dem Grenzkreistheorem ist die Kurve 
zwülften Grades uniformisierbar durch eine im wesentlichen ein- 
deutig bestimmte automorphe Funktion, die sich gegenüber den 
Valentinersubstitutionen selbst linear substituiert. Diese automorphe 
Funktion ist diejenige der Signatur (0,4; 2, 2, 2,5); nach Bd. 1 der 
» Vorl. über autom. Funkt.“ S. 385 ist die zugehôrige. Gruppenfamilie, 
wie es sein mufi, zweidimensional ?).  Gruppentheoretisch hat man 
gegenüber der Signatur (0, 3; 2, 4, 5), soweit unsere Kurve zwülften 
Grades in Frage kommt, nichts wesentlich Neues; der Kurve gehôrt 
ein Normalteiler des Index 360 zu, und die Quotientengruppe ist 
wie bei der Signatur (0, 3; 2, 4,5) mit der Valentinergruppe iso- 
morph. Dem Normalteiler gehürt eine regulär verzweigte 360- 
blättrige Riemannsche Fläche zu mit vier Systemen von Verzwei- 
gungspunkten, nämlich 72 fünfblättrigen und drei Systemen zu je 
180 zweiblättrigen. Wie es sein muf, berechnet man nach einer 
bekannten Elementarformel das Geschlecht dieser Fläche zu p — 55?). 
Übrigens kônnte man an Stelle der Signatur (0, 4; 2, 2, 2, 5) auch mit 
(0, 4; 2, 2, 2, co) arbeïiten; hier hat man den Vorteil der Existenz 
2 2ix © 

von Reïhen nach Potenzen von gg? — e 5 , deren Güte der Kon- 
vergenz der der Thetareïhen vergleichbar ist. 

Wie hier das Formenproblem der Valentinergruppe als Normal- 
problem für die Auflôsung der allgemeinen Gleichung sechsten 
Grades aufgefafñt wurde, so hat dieses Formenproblem umgekehrt 
als niederste Resolventen zwei solche vom sechsten Grade. Für 
den besonderen Fall F — 0 habe ich diese Resolventen im Jahre 
1896 auf der Frankfurter Naturforscherversammlung mitgeteilt. 
Für den allgemeinen Fall sind sie zuerst von Gerbaldi berechnet. 


1) Der Parameter 4 in (18) ist komplex. 

2) Es darf nicht stôrend bemerkt werden, daf man die Signatur (0, 3; 2, 4,5) 
nicht als Grenzfall für 2 — co erhält. Dieser Grenzfall liefert die Signatur 
(0, 3; 2, co, 5), nämlich durch Zusammenfall zweier elliptischer Ecken zu einer 
parabolischen. Diese Signatur kann aber zur Uniformisierung der Kurve sechsten 
Grades F — O genau so gut gebraucht werden, wie bei der Gleichung fünften 
Grades die Signatur (0, 3; 2, 3, co), d. h. die Modulfunktionen, an Stelle der 
Signatur (0, 3; 2, 3, 5), d. b. der Ikosaederirrationalität. 
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Da indessen die sehr umfänglichen Entwicklungen Gerbaldis etwas 
mühsam zu lesen sind, so habe ich die beiden allgemeinen Resol- 
venten sechsten Grades auf Grund meiner eigenen Untersuchungen 
neu berechnet. Für die eine Resolvente benutzte ich die dritten 
Potenzen der sechs Ikosaederformen (8) als Unbekannte. Die durch 
Kontrolrechnungen gesicherte Gestalt der Resolvente ist: 


(20)  Z°+6(n+2)F2°+(5(n—8)2+6(11n+1) F°)Z* 
—(3(n+15) DF—4(517—55) F°) Z°— (5, (117 +1) 
+3 (29 n — 39) DF° —3(58n — 145) F4) Z°+ (5 D 
+5 (123n—127)D'F—16(77+5) DE) Z+® = 0, 

wo ® und # die oben genannten Formen der Valentinergruppe 


sind und » — 0° ist. Der Ersatz von » durch 7 liefert die andere 
Resolvente. 


j 
7 
| 
L 


Über die arithmetischen Mittel erster Ordnung 
der Fourierreihe. 


Von 
Leopold Fejér in Budapest. 


Vorgelegt von E. Landau in der Sitzung am 15. Mai 1925. 


1. Einleitung. Während Dirichlet die Fouriersche 
Réïhe von f(x) nur an solchen Stellen x untersuchte, wo der Grenz- 
f@+4)+f(&—2) 


wért lim existiert, hatte Herr H. Lebesgue 


h= + 
auch solche Stellen x in Betracht gezogen, an welchen die Funktion 
nur einen sog. ,Integralmittelwert erster Ordnung“ (oder kurz: 
einen Mittelwert) besitzt, d. h. 


SL + Re 
54 af f(Ü& = lim + f Pins 
== 0 zh h= +0 0 


Namentlich hat Herr Lebesgue bewiesen, dal die arithmetischen 

Mittel zweiter Ordnung der Fourierschen Reïhe von f(x) an 

einer solchen Stelle x zum Mittelwert f der Funktion konvergieren. 
Ist aufer (1), d. h. 


1 z+h 
im 3 f  VO-Na#=0, 
h=+02hJ,_; 


auch noch 
jé fldt = 0 
(2) na), VO 


d.h. hat f(x) an der Stelle x den absoluten Mittelwert f, so kon- 
vergieren, wie ebenfalls Herr Lebesgue bewiesen hat:)}, an der 


1) H. Lebesgue: a) Recherches sur la convergence des séries de Fourier 
[Math. Annalen, Bd. 61 (1905), S. 251280], b) Sur les intégrales singulières 
[Annales de Toulouse, 3° Série, Tome I (1910), $. 25—117]. — Von den späteren 
Beweisen sind mir die folgenden zugänglich geworden: Ch.-J, de la Vallée 
Poussin: Cours d'Analyse infinitésimale, deuxième édition (1912), Tome IT 
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Stelle æ die ersten arithmetischen Mittel der Fourierschen Reiïhe 
von f(x) zum absoluten Mittelwert f. [Z. B. hat die Funktion 


(3) fo = cos + (_r =x=+x) 


an der singulären Stelle x — 0 den Mittelwert 0, aber keinen ab- 
soluten Mittelwert. Also konvergieren die zweiten Mittel ‘ihrer 
Fourierreihe an der Stelle x — 0 zu Null, während man für ihre 
Mittel erster Ordnung, auf Grund des zweiten Lebesgueschen 
Kriteriums, nichts aussagen- kann. Hingegen hat 


(® FD = | Cr£r<9 


an der singulären Stelle x — 0 den absoluten Mittelwert 0. Also 
konvergieren, auf Grund des zweiten Lebesgueschen Kriteriums, 
die ersten Mittel ihrer Fourierschen Reïhe für x — 0 zu Null. 
Gleicher Sachverhalt bei der unendlich werdenden. Funktion 


1 
FT 
2 + cos ne à 
@) OS st) Gr£a£<tr 
an der Stelle x — 0. — Ich bemerke nur noch, da insbesondere 


die neueren Entdeckungen der Herrn Hardy und Littlewood 
für solche Beïispiele viel weitergehende Feststellungen gestatten.] 


2. Im Anschluf an diese zwei, von Herrn Lebesgue:im 


Jahre 1905 publizierten Sätze, ist im Laufe der Jahre eine grofie 
Anzahl von bedeutenden Verallgemeinerungen und Verschärfungen, 
nach verschiedenen Richtungen, verôffentlicht worden?). Auf ihre 


p. 162, 163. H. Hahn: Über die Darstellung gegebener Funktionen durch sin- 
guläre Integrale [Wiener Denkschriften, Bd. 93, S. 585—655, 657—692] Ch. N 
Moore: Applications of the theory of summability to the developments in ortho- 
gonal functions [Bulletin of .the American Math. Soc., 24 Series, Vol. XXY, 
No. 6, pp. 258—276, (1919) MarcelRiesz: Sur la sommation des séries de 
Fourier, [Acta Univ. Francisco -Josephinae, Szeged, Bd. I,}$S. 104— 118, ,(1923)]. 


— Da die Bed. (1) für die Konvergenz der Mittel erster Ordnung nicht hinreicht, 


hat Herr H. Hahn gezeigt: Über Fejérs Summierung der Fourierschen Reïhe 
[Jahresbericht der Deutsch. Math. Vereinigung, Bd. 25, S. 359—366, (1917)]. 

2) Vergl. den Enzyklopädieartikel der Herren E. Hilb und Marcel Riesz: 
Neuere Untersuchungen über trigonometrische Reïhen, IIC 10, (1924), : M. Plan- 
cherel: Le développement de la théorie des séries trigonométriques [L’Enseigne- 


ment mathématique, Tome XXIV, 1925], ferner die in. der Fufnote 1): zitierte 


Arbeit.von Herrn Marcel Riesz.. 


Über die arithmetischen Mittel erster Ordnung der Fourierreihe, 15 


Besprechung müchte ich aber hier nicht eingehen,. weil der Zweck 
der folgenden Zeïlen allein darin besteht: einen neuen Beweis für 
das zweite Lebesguesche Kriterium den bekannten hinzuzufügen, 
der, meines Erachtens, besonders kurz und einfach ist. Insbeson- 
dere wird in diesem Beweise die: übliche, - von * abhängige Zer- 
spaltung 

1 


(6) | f'+f 


n 
nicht vorgenommen. | 
3. Beweis des Debots es fon Satzes über die arith- 
metischen Mittel erster Ordnung der Fourierreihe. — 
Es sei 


RCE ERP) 


t 
nn ®D(t) = (4 da, 
J 15 )| 
p* (£) = Lo) 


T 
0 = — 
tr D) 


Dan ist bekanntlich, wenn S,(x) das arithmetische Mittel der 
de von ‘ (æ) bezeichnet, . 


OR = SG = + 2j Pr (Enr) àe 


sin # 
also 
2 Fr 1 fsi 
SANS ne “rr) 
@) RME [eo (er) à 
Nun ist aber 
10): =: seb ou 2 Le für 0 <u <T 
( CA A NA) 
also | 
sin né 5 
«1 LME Fr e0i-» n (SRE) a 
Da aber weiter 5). 
8) Aus 
[sinu] = «, 


0 < à < - OO 
u|sinu| = , ( dE 
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[sinu| = 2 


q2) u l+u 


für 0Z=u<+oo, 


also ist‘) 


(13) < he OÙ Gr # 


Durch partielle Integration erhalte ich aber weiter 


[R, | nn _ M n° 
Le 27 = [20 CR +2 [? BOT dt == 


= of) fr 0 td 


Da aber einerseits der nichtnegative Kern°) des y*(f) enthaltenden 
singulären Integrals 


n°t 
qe) (np 


fur OLIS _. gleichmäfig zu Null konvergiert, wenn # — +00, 


& 2 
andererseits | ur dt < für a — 0, also erhalte ich auf 
o H+rt) 2": 
Grund von (14), wenn ich g*(+0) — O voraussetze, R,, — 0, 
Wenn % —> ©, Ww. Z. b. w. 


folgt nämlich durch Addition 
(1+u){[sinu| = 24, 
d.h. die Ungl. (12) des Textes. 


4) Wenn schon (+0) — 0 ist, dann folgt unmittelbar R,_, — O für 
n—> 00, d.h. mein Theorem (Math. Annalen Bd. 58). Denn der positive Kern 


na konvergiert für 0<es<t< _. gleichmäBig zu Null; weiter ist 


Ne A HR ul 
Ant} ; 
0 


5) Beachtenswert ist, daB dieser Kern (15) an der singulären Stelle (£ — 0) 
nicht, wie bei den meisten singulären Integralen, seinen grôften Wert annimmnt, 


à " 1 : 
sondern geradezu verschwindet. Indessen erreicht er schon für é — ri seinen 


maximalen Wert a 
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Nachtrag. Herr O. Szäsz hat mich aufmerksam gemacht, 
daf man, auf Grund der Ungl. (14), den Fall g* (+0) = 0 auf 
den in der Fufnote 4) erledigten Spezialfall p(+0) = O0 auch 
reduzieren kann. Da nämlich für 4Z 0 


AA ñ NE n 
(nt) (+ nt) Lnt — (L+nt)’ 


so 1St 


nt 


ÿ p © Eng #= [ (2 On dt. 


Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1925. Heft 1. ne) 


Zur Giättertheorie des Anatas. 


Von 


M. Born und 0. F. Bolinow. 


Vorgelegt von M. Born in der Sitzung vom 10. Juli 1925. 


Wenn man das Ziel der elektrostatischen Gittertheorie darin 
zusammenfaft, daf sie die Kigenschaften eines Kristalls allein aus 
den anziehenden und abstofienden Kräften zwischen den elektrischen 
Ladungen der Ionen herleitet, so ergibt sich damit die Aufgabe, 
auch die ,Parameter“ eines Gitters theoretisch zu erfassen. Unter 
Parameter ist dabei, wie üblich, jede GrôüBe verstanden, die wie 
etwa die Achsenverhältnisse oder Achsenwinkel in nicht regulären 
Kristallen, durch die Symmetrie des Gitters noch nicht festgelegt 
ist. Als erste haben Bragg und Chapman’) den ,Rhomboeder- 
winkel“ des Kalkspats berechnet. Der von ihnen vorgeschlagene 
Weg hat den Nachteil, daf dabei das Verhältnis des Abstandes 
zwischen einem C- und einem O-Atom zu dem Abstand zwischen 
einem Ca- und einem O-Atom unbestimmt bleibt. Diese Schwierig- 
keit vermeidet man, wenn man statt dessen Koordinationsgitter 
betrachtet. Unter einem Koordinationsgitter versteht man be- 
kanntlich ein Gitter aus nur zwei Atomarten, von denen immer 
ein Atom der einen Art von einer Anzahl Atomen der anderen 
Art in gleichem Abstand umgeben ist. Nicht reguläre Koordi- 
nationsgitter scheint es in Strenge nicht zu geben, aber in erster 
Näherung lassen sich die beiden tetragonalen Kristallisationsformen 
des Titanoxyds, Rutil und Anatas, so auffassen. Das Ergebnis 
unserer Untersuchungen am Rutil haben wir in einer vorläufigen 
Mitteilung in den Naturwissenschaften?) angegeben. Für den 
Anatas kann die Rechnung ganz entsprechend erfolgen. 


1) W. L. Bragg and S. Chapman, A theoretical calculation of the Rhom- 
bohedral Angle of Crystals of the Calcite Type. Proc. of the Roy. Soc. Ser. 
A. 106, 369 (1924). 

© 2) M. Born und O.F,. Bollnow, Zur Gittertheorie des Rutil, Naturwissen- 
schaften 13, 559 (1925). 
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Wie beim Rutil kommen auch im Anatasgitter zwei an sich 
nicht gleichberechtigte Abstände zwischen einem Ti- und einem 
O-Atom vor, die man in hinreichender Übereinstimmung mit der 
Erfahrung als gleich voraussetzen kann. Das liefert eine Beziehung 
zwischen den beiden Parametern des Gitters, so daB man nur noch 
einen, etwa das Verhältnis y des Abstandes zwischen einem Ti- 
und einem O-Atom zur Hühe der Zellet), willkürlich wählen kann. 
Man wird versuchen, dies Verhältnis dadurch zu bestimmen, daf 
man jedem lon die zugehôrige elektrische Ladung zuordnet. Dann 
wird der in der Natur vorkommende Parameterwert einer Gleich- 
gewichtslage dieses elektrischen Ladungssystems  entsprechen. 
Dabei muf man bekanntlich zwischen den Ionen aufer den Cou- 
lombschen Kräften noch mit einer hôheren Potenz der Entfernung 
abnehmende AbstoBungskräfte annehmen, die im wesentlichen von 
der Wirkung der beiderseitigen Elektronenhüllen aufeinander her- 
rühren. Weil diese abstoBenden Kräfte nur zwischen Nachbar- 
ionen merklich in Betracht kommen, kann man ihren EinfluB be- 
seitigen, indem man den Abstand zweiïer benachbarter Ionen als 
unveränderlich ansieht (also gerade durch unsere Koordinations- 
annahme). Das bedeutet, da man den Energieanteil der Ab- 
stofungskräfte durch einen von der Wahl des Parameters unab- 
hängigen Mittelwert ersetzt. Anschaulich kann man diese Annahme 
so deuten, daf man die Ionen als sich berührende starre Kugeln 
auffaft, zwischen deren Mittelpunkten nur noch die Coulombschen 
Kräfte wirken. 


Unabhängig von der Rechnung kann man den Parameter 
zwischen zwei feste Grenzen einschliefen, wenn man das Gitter 
ansieht als entstanden durch das Gegeneinanderwirken der Koor- 
dinationskräfte der Ti- und der O-Atome. Jedes Ti-Atom ist von 
6 O-Atomen umgeben, die sich in Oktaedersymmetrie anzuordnen 
suchen, jedes O-Atom von 3 Ti-Atomen, die ein gleichseitiges 
Dreieck zu bilden streben. Beides zugleich ist mit der Gitter- 
struktur unvereinbar. Läft man das Gitter durch das eine oder 
durch das andere Koordinationsstreben allein bestimmt sein, so 
ergeben sich zwei festere Grenzen y,;, und y, 


In folgender Tabelle ist der theoretisch berechnete mit dem 
beobachteten Wert und den eben erwähnten Grenzen verglichen. 


1) Vergl. P. P. Ewald, Kristalle und Rôntgenstrahlen $, 101, 163, 302. 


on 
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Untere Grenze y, - +. 0,167 
berechnet:,#05} 4515006 0,198 
beobachtet . . . . . 0,204 | 0,208 

obere Grenge y: 10. 0,250 


Für den empirischen Wert ergeben sich zwei Zahlen, der 
direkt gemessene Parameterwert und der mit Hilfe der Koordi- 
nationsannahme aus dem andern Parameter berechnete. Zur Voll- 
ständigkeit seien hier die entsprechenden Zahlen für die Kristalle 
vom Rautiltyp zusammengestellt. 


Obére"Grenze p.14 me 0,333 
Herechhet.""7 7.125 0,315 
Ph O8 LT MERINUEE 0,809 | — 2,15 À 
Sn Os ouest OL G.807 0,315 204 , 
MERS USSR ANMEIRE 0,304 0,315 2,00 , 
PORN. UE TRIBUNE 0,302 0,311 1,958: 
Mn His, 0,303 — EL 
untere Grenze y, . . . 0,293 


Der berechnete Wert liegt in beiden Fällen gegen y,, hin 
verschoben. Die Abweichung erklärt sich daraus, da$ der Unter- 
schied der Abstofungskräfte gleichartiger Ionen vernachlässigt 
war. In Wirklichkeit verstärken sie die Koordinationskraft um 
ein Ti-Atom. Wegen der Ungleichwertigkeit der Achsen in tetra- 
gonalen Kristall wird auch unter dem Einfluf der abstofenden 
Kräfte an Stelle eines reinen Koordinationsgitters eine kleine Ver- 
schiedenheit zwischen den beiden ungleichartigen Abständen zweier 
benachbarter Ionen auftreten. Beide Einflüsse müssen für wach- 
senden Abstand der Ionen verschwinden, weil dann die AbstoBungs- 
kräfte immer mehr gegen die Coulombschen Kräfte zurücktreten. 
Beim Rautiltyp, wo Messungen an verschiedenen Kristallen vor- 
liegen, ist darum in der letzten Spalte der kürzeste Abstand 
zweier Ionen eingetragen. Man sieht, wie bei zunehmendem Ab- 
stand die Parameterwerte sich dem theoretisch berechneten nähern. 


Die Absolutwerte der elektrischen Energien pro Molekel er- 
geben sich beim Rutil 
(2 


RCD 


y 
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beim Anatas 


Ur fe 4,80 
(e — elektrische Elementarladung, r — kürzester Abstand zweier 
Atome). Die Zahlen sind fast gleich; das Rutilgitter ist ein wenig 
stabiler. 


Über einen Fejérschen Satz. 
Von 
Edmund Landau. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Juli 1995. 


In einer kürzlich erschienenen Arbeit!) hat Herr Fejér u. a. 
den Satz bewiesen, der mir ganz überraschend kam: 


(ee) 
Es sei f(x) = Ya,z” für |x| < 1 konvergent und ebenda |f(x)| 
0 
Æ<1. Dann ist für |x| 4 und jedes mZ>0 
L/12 
(> ar 
| © | 
Ich bemerke nachträglich, daB dies auch unmittelbar aus dem 
älteren Fejérschen Satz?) gefolgert werden kann: 
m 
Unter den gleichen Voraussetzungen ist, Ya, = s,, Ds, = S$, 
0 0 


gesetzt, 
LS | = m + 1. 


In der Tat (ohne Beschränkung der Allgemeïnheit sei m = 0 
und das z der Behauptung 1) ist, wenn S, und S, Null bedeuten, 


La ÉR RETL E 8 A Len 
ñ | ñ n—1 n n—1 n || 
F Le 2 Jn GE? CD +2 (- TE +2) 
ESC ASS # 2 HUE m—+1 
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1) Über die Positivität von Summen, die nach trigonometrischen oder Legendre- 
schen Funktionen fortschreiten (Erste Mitteilung) [Acta litterarum ac scientiarum 
regiae universitatis hungaricae Francisco - Josephinae, sectio scientiarum mathe- 
maticarum, Bd. IL, Heft II (1925), S. 75—86], S. 81. Der Satz des Textes steckt 
übrigens schon in einem etwas älteren Satze von Herrn Rogosinski Über 
Büdschranken bei Potenzreihen und ihren Abschnitten [Mathematische Zeïtschrift, 
Bd. XVII (1923), S. 260—276], S. 271 (Satz IL, 5). 

2) Über gewisse durch die Fouriersche und Laplacesche Reihe definierten 
Mittelkurcen und Müitelflächen [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
Bd. XXXVIII (1914), S. 79—97], S. 95; vgl S 1 (S.17—19) meiner Darstellung 
und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie [Berlin (1916)]. 


Neue Mitteltemperaturen 
der hôüheren südlichen Breiten. 


Von 
W. Meinardus. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Juli 1925. 


Im Jahr 1909 hatte ich Mittelwerte der Temperatur für die 
Parallelkreise 60° bis 900 S. Br. abgeleitet und verôffentlicht!). 
Als Grundlage für die Berechnung dienten im Wesentlichen die 
Beobachtungsreihen, die von den Südpolarexpeditionen an der Wende 
und zu Beginn des Jahrhunderts an verschiedenen Punkten des 
antarktischen Gebiets gewonnen waren. Wegen der weiten Streuung 
und der randlichen Lage dieser Punkte konnte es nicht zweifelhaft 
sein, daB die berechneten Temperaturen der Breitenkreise, die dem 
damaligen Stand der Forschung entsprachen, mit der Zeit durch 
genauere ersetzt werden müBten. In welchem Sinne sich aber die 
Werte durch die Ergebnisse späterer Expeditionen bei der Aus- 
dehnung der Beobachtungen über die inneren Teile des Südpolar- 
gebiets ändern würden, blieb vollkommen ungewif. 

Seitdem nun eine ganze Reiïhe neuer Expeditionen in der An- 
tarktis tätig gewesen sind, darf der Versuch gemacht werden, die 
Werte von 1909 zu revidieren und durch neue zu ersetzen. Die 
wichtigsten Unternehmungen, die in letzter Zeit Material aus dem 
Süden beigebracht haben, seien hier kurz namhaft gemacht: 

In der Westantarktis überwinterte 1909 eine 2. franzüsische 
Expedition unter Charcot an der Westseite des Grahamlandes un- 
weit der Position der ersten. Das eisgepanzerte Weddellmeer 
wurde 1911/12 von der Deutschen Antarktischen Expedition unter 
Filchner bis zu seinem südlichsten Küstensaum und 3 Jahre Sspäter 
von Shackleton auf Eisdriften durchquert. 

Im Bereich der Ostantarktis hatte Shackleton 1908/09 eine 
Expedition an den Südrand des Rofmeeres in den Mac Murdo- 
Sand geführt, an eine Stelle, wo bereits zu Anfang des Jahr- 


1) A. Scobel, Geograpb. Handbuch, 5. Auf, Bd. I, 1909, S. 74. 
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hunderts (1902/04) die britische Südpolarexpedition unter Scott ihr 
Standquartier gehabt hatte. Amundsen überwinterte 1911 mit 
der ,Fram* auf der grofen Eisbarriere in Framheim und drang 
von dort aus im Dezember 1911 bis zum Südpol vor. Gleichzeitig 
hatte westlich von Framheim die Britische Antarktische Expedition 
wieder unter Scott bei Kap Evans am Mac Murdo-Sund ihr Lager 
für zwei Jahre (1911/12) aufgeschlagen. Auch Scott erreichte 
den Südpol in einem kühnen Vorstof, mufte aber die schmerzliche 
Enttäuschung erleben, dafi ihm sein Rivale um 4 Wochen zuvor- 
gekommen war. Auf dem Rückweg nach der Ausgangsstation 
fand er in einem Schneesturm ein tragisches Ende. Seine Beob- 
achtungen gehüren nicht minder als die Amundsens zu den wert- 
vollsten Dokumenten menschlicher Tatkraft in der Entdeckungs- 
geschichte der Erde. Eine Zweigstation der britischen Expedition 
wurde 1911 bei Kap Adare an der Nordwestecke des Rofimeeres 
unterhalten, dort, wo bereits 1899/1900 die Expedition Borch- 
grevinks überwintert hatte. ŒÆEndlich war von 1911—1914 die 
australische Südpolarexpedition unter Mawson am nôürdlichen Fest- 
landsrand der Ostantarktis in Adelieland (Commonwealth-Bai) tätig 
und trieb eine Zweigabteilung nach Westen fast bis in die Gegend 
vor, in der Drygalski 1902/03 mit dem ,GauB“ sein Winterlager 
gehabt hatte. 

Eine grofe Zahl von Schlittenreisen trugen in der Umgebung 
der erwähnten festen Stationen zur weiteren Erkundung noch un- 
bekannter Gebiete bei. 

Die meteorologischen Ergebnisse der genannten Expeditionen, 
mit Ausnahme der australischen, liegen nunmehr in ausfübrlichen 
Darstellungen vor. Sie berichtigen, ergänzen und erweiïtern in 
wesentlichen Punkten das Bild, das man nach der ersten Epoche 
der Südpolarforschung zu Anfang des Jahrhunderts gleichsam nur 
in rohen Umrissen entwerfen konnte. Vor allem sind die Beob- 
achtungen im Bereich des Weddellmeeres und der Eisbarriere süd- 
lich vom Rofmeer für die Auffassung der geographischen Verhält- 
nisse der Antarktis bedeutsam geworden. Und die Vorstôfie bis 
zum Südpol, wenngleich sie sich auf zwei Stichproben beschränkten, 
die zeitlich und räumlich nahe beieinander lagen, haben den Ge- 
sichtskreis bis in das Kerngebiet des groBen Eisdomes erweitert, 
der den Südpol umgibt. 

Als eine der wichtigsten Erkenntnisse dieser jüngsten For- 
schungsperiode im hohen Süden kann die Feststellung der Tatsache 
gelten, daf die Temperaturen der hôheren südlichen 
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Breiten nochniedriger sind, als es die früheren Unter- 
nehmungen hatten vermuten lassen. 

Am auffälligsten tritt das im Bereich der Ostantarktis hervor. 
Hier ergab sich ein scharfer Gefällsknick in der meridionalen Tem- 
peraturabnahme beim Übergang von dem Südrand des von Meereis 
bedeckten Rofmeeres, dem Mac Murdo-Sund, zu der nur 1° süd- 
licher gelegenen Station Framheim auf der schneebedeckten Eis- 
platte. Die gleichzeitigen Beobachtungen an beiden Orten im Jahre 
1911 zeigten Unterschiede der mittleren Wintertemperatur von 
mehr als 10° und im Jahresmittel von etwa 8° C.! Die ausge- 
zeichnete Diskussion der englischen Beobachtungen durch Simpson, 
den jetzigen Leiter des Meteorologischen Amtes in London, be- 
handelt diese überraschende Tatsache, die noch durch Schlitteu- 
expeditionen vielfältig bestätigt wurde, sehr eingehend !). 

Nicht weniger überraschend ist die von Simpson hervorgehobene 
Tatsache, da auf dem sogen. Südpolarplateau in einer durchschnitt- 
lichen Meereshôhe von etwa 2900 m nach den Beobachtungen von 
Amundsen im Dezember 1911, also im Hochsommer, eine mittlere 
Temperatur von —22°.7 und einen Monat später nach den Beob- 
achtungen von Scott eine mittlere Temperatur von — 28 °.2 herrschte. 
Simpson glaubt därnach für das Meeresniveau in diesen hôchsten 
südlichen Breiten eine durchschnittliche Temperatur von —8°2 
im Dezember, von —13.7 im Januar annehmen zu sollen. Mit 
Rücksicht darauf aber, daf die beiden Monate Dezember 1911 und 
Januar 1912 an der britischen Ausgangsstation bei Kap Evans 
um mebrere Grad zu kalt waren, wird man m. E. dem Südpol die 
etwas hôheren Durchschnittstemperaturen von —6° für Dezember 
und —11° für Januar (auf das Meeresniveau reduziert) zuschreiben 
dürfen. 

Allerdings kann man Bedenken dagegen geltend machen, ob 
die Reduktion der Temperatur auf das Meeresniveau mit der auch 
von Simpson gewählten, üblichen Annahme einer Temperaturab- 
nahme von 025 auf 100 m zulässig ist. Denn die Temperatur- 
beobachtungen in den hôheren Luftschichten, die sowohl im Bereich 
der britischen Station am Mac Murdo-Sund wie besonders auch 
unter Barkows Leitung im Bereich des Weddellmeers mit Hilfe 
von Drachen und Pilotballons gewonnen wurden, haben gezeigt, 
da wenigstens in der nächsten Umgebung des antarktischen Konti- 
nents die Temperaturabnahme mit der Hôühe viel geringer ist als 


1) G. C. Simpson, Meteorology, Bd. I, British Antarctic Expedition 1910— 


1913. Calcutta 1919. : 
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in niederen Breiten und oft von Temperaturinversionen durch- 
brochen wird. Sollte das auch für die inneren Teile der Antarktis 
gelten, so würde freilich die Temperatur von Dezember und Januar 
im Meeresniveau noch niedriger anzusetzen sein als bei Annahme 
des obigen Reduktionswertes (0°5 auf 100 m). Auf alle Fälle 
darf man aber auch noch aus den Temperaturbeobachtungen in den 
südlichen Teilen der Rofeisplatte, die nur wenig über das Meeres- 
niveau ansteigt, entnehmen, daB die ungewôhnlich niedrigen Tem- 
peraturen, die oben angegeben sind, den Charakter der sommer- 
lichen Jahreszeit in der Umgebung des Südpols annähernd richtig 
bezeichnen. 

Unsicherheiten bestehen noch hinsichtlich der Temperaturen 
im Bereich der australischen Expedition am Rande des Wilkes- 
landes. Soweit das Reisewerk Mawsons, The Home of the Blizzard, 
darüber unterrichtet, sind hier Temperaturen verzeichnet worden, 
die weit unter denen liegen, die man bisher in dieser verhältnis- 
mäBig niedrigen Breite — die Station lag nahe dem südlichen 
Polarkreis — angetroffen hat. Ich habe versucht, die leider nur 
spärlichen genaueren Angaben darüber bei der Berechnung der 
mittleren Temperatur der Breitenkreise mit zu berücksichtigen, 
bin dabeï allerdings von der Voraussetzung ausgegangen, da diese 
ungemein niedrigen Temperaturen, die weder weiter westlich an 
der Winterstation des ,Gauf“ und am Gaufberg, noch weiter 
ôüstlich bei Kap Adare ihres Gleichen finden, ebenso wie die schweren 
Südstürme unter dem Einfluf ôürtlicher Verhältnisse zu stande 
gekommen sind, so da ihr Geltungsbereich für räumlich beschränkt 
anzusehen sein dürfte. 

Wenn ich nun versucht habe, unter môglichster Berücksichti- 
gung alles vorhandenen Materials die Mitteltemperatur der Breiten- 
kreise von 5° zu 5°, ausgehend von 60° $. Br. bis zum Pol, zu 
ermitteln, so bin ich mir wohl bewuft, daf auch diese neuen Werte 
nicht als endgiltige zu betrachten sind. Gleichwohl habe ich mich 
zu dieser neuen Bestimmung deshalb entschlossen, um die früheren 
veralteten Werte von 1909, die in die Lehr- und Handbücher über- 
gegangen sind, durch solche zu ersetzen, die dem heutigen Stand 
der Forschung wenigstens annähernd entsprechen mügen. Aufer- 
dem brauchte ich diese Werte zu anderen Untersuchungen, die 
mich beschäftigen. Da ferner die Südpolarforschung augenblick- 
lich aus naheliegenden Gründen in ein Ruhestadium getreten ist, 
schien es auch gerechtfertigt, das bisher Gewonnene noch einmal 
zusammenzufassen. ? 

Die Verôffentlichung näherer Einzelheiten über die Grund- 
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lagen meiner Berechnung mu ich mir an dieser Stelle versagen. 
Ich beschränke mich darauf, die Methoden anzudeuten, nach 
denen ich zu den Mitteltemperaturen der Breitenkreise gekommen 
bin, die in der Tabelle I stehen. Ich habe unter Benutzung von 
Millimeterpapier zwei verschiedene graphische Verfahren angewandt. 

1. Als Abszissen wurden im ersten Fall wie üblich die Breiten- 
grade gewählt, als Ordinaten die Temperaturen. Zur Herstellung 
eines Temperaturprofils durch das Südpolargebiet wurde der Pol 
in die Mitte der Zeichnung genommen, und die Abszissen von ihm 
aus nach rechts und links bis 60° $S. Br. abgesteckt. Nach rechts 
hin wurden dann die Stationen der Ostantarktis, nach links hin 
die der Westantarktis in ïihren entsprechenden geographischen 
Breiten markiert und die Temperaturen darüber eingetragen. Ein 
freihändiger Kurvenzug stellte die Profillinie her. Diese zeigt 
daher die Temperaturverteilung etwa längs eines über den Pol 
” laufenden Meridianstreifens von wechselnder Breite. Durch diese 
Anordnung wurde es môüglich, das Temperaturprofil von zwei 
Seiten her über den Bereich der Beobachtungen hinaus gegen den 
Pol fortzuführen, d. h. den von der Westantarktis kommenden Ast 
mit dem von der Ostantarktis über den Pol hin zu verbinden. Die 
Temperaturen der Breiten von 80° und 90° sind somit durch Inter- 
polation gewonnen. Ein ähnliches Verfahren hat H. Mobhn s. Zt. 
angewandt, um die Temperaturverteilung um den Nordpol darzu- 
stellen!). (,Lineare“ Methode). 

2. Im zweiten Fall wurden statt der Breitengrade die Sinus 
der geographischen Breite als Abszissen genommen, um das 
Gewicht der Zonenflächen, die dem Sinus proportional sind, ein- 
zufübren, eine Methode, die zuerst W. von Bezold empfohlen 
zu haben scheint?) (,Zonale“ Methode.) Auch diesmal wurde 
der Pol in die Mitte des Profils gestellt, um für die hüchsten 
Breiten interpolieren zu künnen. Bei dieser Darstellungsweise 
tritt besonders deutlich zu Tage, welch’ geringen Einflu8 Unsicher- 
heiten in der Temperatur der polnahen Breiten für die Bestimmung 
der Temperatur des ganzen Polargebiets oder gar der ganzen 
Hemisphäre haben (s. u.). 

Die Mitteltemperaturen der von 5° zu 5° fortschreitenden 
Breitenkreise konnten nun aus den Schnittpunkten dieser mit dem 


1) H Mohn, Meteorology. Norwegian North Polar Exp. 1893—1896, Vol. 
VI, 1905. S. 573. In ähnlicher Weise hat früher H. W. Dove die Temperatur des 
Nordpols bestimmt. ,Die Verbreitung der Wärme‘“ etc. Berlin 1852, S. 13. 

2) W. v. Bezold, Über klimatologische Mittelwerte für ganze Breitenkreise. 
Sitz.-Ber. PreuB. Ak. d. Wiss. Berlin 1901, S. 356 u. 1330, auch Met. Z. 1902, $. 260. 
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Temperaturprofil zunächst für West- und Ostantarktis gesondert 
abgelesen werden. Die Werte für die beiden Gebiete wurden 
dann vereinigt zu einem Parallelkreismittel. Schlieflich ergaben 
sich aus den nach der linearen und zonalen Methode gewonnenen 
Werten die definitiven. Dabei wurde den ,linearen‘“ Werten das 
doppelte Gewicht gegeben, weil die lineare Methode eine bessere 
Berücksicktigung der meridionalen Temperaturgradienten gestattet 
als die zonale, bei der sich die Abstände der Breitenkreise gegen 
den Pol immer mehr verringern. 

Die Ergebnisse dieser Bestimmungen sind im linken Teil der 
Tab. I zusammengestellt. Die noch sehr unsicheren Werte sind 
kursiv gesetzt. Zum Vergleich stehen die Temperaturen der ent- 
sprechenden nürdlichen Breiten in der Tabelle rechts, nach Mobns 
Ermittelungen (a. à. O0. S. 575). $. auch die graphische Darstellang, 


Tabelle I. 


Mitteltemperatur (C°) der Breitenkreise und Zonen 
von 60° bis 90° Breite. 


Südliche Halbkugel Nürdliche Halbkugel Diff. Südl.— 
(Meinardus) (Mohn) Nôrdl. H.-K. 
Breite = 2 EU : 4 ls a 
= = = . = ;5 |: 
2 (MSc Bodo | enr 
L — | 3 
60° — 414 12/—10.3 | 11.5[— 1.1/—16.1| 14.1|30.2|—%3.0 —12.9 | +5.8 
659 |— 9.1 0.0/—17.4)17.4|— 5.8/—23.0| 12.4|35.4|—3.3 | —12.4 |+5.6 


709 |—13.3 — 1.3|—23.9 | 22.6 |—10.7 | —26.3 7.3 | 33.6 [—2.6 | — 8.6 |+2.4 
759 |—18.0 |— 3.5/—29.7 | 26.2 [—14.7 —29.0 3.41 32.4 ]—53.3 |— 6.9 | —0.7 
80° |—24.7 |— 7.4 —36.3 | 28.9 | —18.1  —32.2 2.0 | 342 |—6.6 — 9.4|—4.1 
85° — 28.6 | —10.1|—40.3 | 30.2 |—21.2 | —38.1 0.3 | 38.4|—7.4|— 9.8 —2.2 
900  [—309 |—11 |—42 |31 |—22.7—A1 |— 1 |40 |—73|—10 |—1 


Zone 
600—909 |[—13.9 |— 2.6/—28.6 | 21.0 | —-10.2 | —25.8 7.9 | 38.7 |[—8.7 | —10.5 | +2,29 
309—600 9.1 12.7 HONTE 10.8 0.3 21.5121.21—1.7 — 8.8 /+5.8 
00-300] 236] 25.3| 21.5| 3.81 925.2| 9228| 27.0! 4.21—1.6|— 1.7 13 


0—900| 13.3] 17.0 972731. 15,2 8.1| 224]143|]—1.9|— 5.4/+1.6 


Um die neuen Werte in Vergleich zu bringen mit den alten 
von 1909, dient folgende Tabelle, in der das Minuszeichen eine 
Erniedrigung der neuen Werte bedeutet. 


S. Br. Jahr Jan. Juli 

60°. — 02.6 — 12.6 +023 
PAU — 02.5 02.0 — 19.9 
80° — 491 — 30.1 — 79.6 


90 1 —50 —5° _— 9° 
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P Sñdpol 
Verteilung der mittleren Lufttemperatur von 60°—90° $. Br. 


(links mit Sinus-Abszissen, rechts mit linearen Abszissen der Breiten.) 


Mit einer Ausnahme sind die Temperaturen niedriger ausge- 
fallen als früher. Die grôêten Ânderungen zeigen sich in 80° und 
90°, sie beruhen im Wesentlichen auf den oben erwäbnten Beob- 
achtungen im Bereich der Rofeisplatte und südlich davon. Der 
meridionale Temperaturgradient hat sich infolgedessen besonders 
zwischen 70° und 80° Br. erheblich verschärft. Nach den neuen 
Bestimmungen beträgt jetzt der Unterschied zwischen 60° und 90° 
m Jabhresmittel rund 26° (nach der alten Bestimmung 22°), im 
Januar 12° (9°), im Juli 32° (23°). 

Im Eïinzelnen zeigt Tabelle I folgende bemerkenswerte Tat- 
sache: Im Jahresmittel hat der Südpol (im Meeresniveau) rund 
—30°, die niedrigste Jahrestemperatur, die bisher bekannt ist!) 
Môglicherweise liegt der südpolare Kältepol aber exzentrisch nach 
der Seite des Indischen Ozeans hin und bat eine noch niedrigere 
Temperatur. Nach der allgemeinen geographischen Situation ist 
das nicht unwahrscheinlich, wie früher schon mehrmals geäufert 
wurde. 

Der Vergleich der Jahrestemperaturen in süd- und nordpolaren 
Breiten läft eine mit wachsender Annäherung an den Pol fort- 
schreitende Senkung der Temperaturen im Süden erkennen. Der 
geographische Gegensatz der beiden Polargebiete kommt darin 
zum Ausdruck. 


1) Vgl G. Hellmann, Grenzwerte der Klimaelemente auf der Erde. Sitz.- 
Ber. Preu£. AE. d. Wiss, Berlin 1925, S. 293. 


30 W. Meinardus, 


Die Januartemperaturen liegen im Bereich der Antarktis 
ungemein niedrig. Selbst im Hochsommermonat liegt das Tempe- 
raturmittel am Pol tiefer als —10°. Auch der wärmere Dezember 
bat nur —6° (s. 0.) In Wirklichkeit sind die Temperaturen wegen 
der Hôhenlage des Südpolarplateaus noch weit niedriger. Von 
vorübergehenden unperiodischen Stôrungen abgesehen wird selbst 
die sommerliche Sonnenstrahlung keine Schmelzvorgänge bewirken, 
und die Ausstrahlung von der Schneeoberfläche wirkt bei der 
wasserdampfarmen Luft in besonderem Mafe temperaturerniedrigend. 

In den entsprechenden nôrdlichen Breiten ist im Juli eine viel 
hôühere Temperatur zu verzeichnen. In den Breiten 60° bis 70° 
macht sich noch die sommerliche Erwärmung des asiatischen und 
amerikanischen Festlands bemerkbar. Jenseits 80° liegt die Juli- 
temperatur auch noch über 0° und erst am Pol sinkt sie tiefer. 
Im Ganzen ist das Südpolargebiet innerbalb des 60. Parallelkreises 
im Mittsommer (Januar) um mehr als 10° kälter als das Nord- 
polargebiet (Juli). 

Die Julitemperaturen führen in den Zonen 60°—90° $. 
Br. von —10° bis —42° hinab. Mit letzterer Temperatur mag 
ungefähr die niedrigste Wintermonatstemperatur im Südpolargebiet 
bezeichnet sein. Wenn auch am Nordpol etwa dieselbe Temperatur 
im Winter herrscht, so ist doch zu bedenken, daf der sibirische 
Kältepol bei Werchojansk in 67° N. Br. ein Januarmittel von nur 
—51°2 hat und um diese Zeit die kälteste Gegend der Erde be- 
zeichnet (vgl. G. Hellmann a.a.0.). Durch die asiatische und ame- 
rikanische Winterkälte wird auch in den Breiten von 30°-—70° 
die nôrdliche Halbkugel niedriger temperiert als die südliche im 
Südwinter (s. Tab. II). Erst jenseits von 70° scheint sich das 
Verhältnis umzukehren zu gunsten der nürdlichen Breïten. Doch 
bleiben die Unterschiede um den Pol herum gering. 

Zur allgemeinen Übersicht habe ich im unteren Teil der Ta- 
belle I noch die Temperaturmittel für die 30°-Zonen der Erde 
und für die Halbkugeln zusammengestellt. Für die Breiten 50° 
N. bis 50° $S. beruhen die Werte auf den Angaben in Tabelle II, 
in der für jeden 10. Parallelkreis die Temperaturen angegeben 
sind. Als Grundlage benutzte ich für 50° N./bis 50° $. Br. die 
bekannten Werte von Spitaler (1886), Batchelder (1894) und Hopfner 
(1906) in etwas anderer Art wie es durch J. Hann u. a. geschehen 
ist. Da die beïden letztgenannten Autoren dieselben Isothermen- 
karten, nämlich die von A. Buchan im Challenger-Report 1889 ver- 
ôffentlichten, für die Berechnung der Mitteltemperaturen der Breiten- 
kreise verwendeten, so habe ich ihre beiderseitigen Werte zunächst 
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zu einem Mittel zusammengezogen und dieses dann mit dem ent- 
sprechenden Spitalerschen Wert verbunden. Hann bildete dagegen 
das einfache arithmetische Mittel aus den drei für jede Breite 
vorliegenden Bestimmungen, gab damit also der Buchanschen Dar- 
stellung das doppelte Gewicht gegenüber den Karten, auf denen 
Spitalers Werte beruhen und die in Hanns Atlas der Meteorologie 
1887 verôffentlicht waren!). Daf die Isothermenkarten von Hann 
und Buchan lange einer Neubearbeitung unterzogen werden müften, 
ist oft hervorgehoben worden. Aber gegenwärtig ist man im wesent- 
lichen noch auf ihre Darstellung angewiesen. 
(Siehe Tabelle II.) 


Aus dem unteren Teil der Tabelle I und aus Tabelle II geht 
hervor, da8 im Jahresmittel die nôrdliche Halbkugel unter 
allen Breiten, besonders in hôheren, wärmer ist als die südliche, 
im Ganzen genommen um 1°.9. Noch mehr als in früheren Zu- 
* sammenstellungen ähnlicher Art tritt aber die Tatsache hervor, 
daf der Sommer der südlichen Halbkugel weit kälter ist als der 
Sommer der nôrdlichen. Der Unterschied (Süd-Januar minus Nord- 
Juli) beläuft sich für die Halbkugeln auf 5°4!, er wächst, wenn 
man ins Einzelne geht, mit der geographischen Breite, erreicht in 
der Zone 30°—60° nicht weniger als 8°.3, und in 60°—90° sogar 
105. Hierin kommt nicht nur der Gregensatz der verschiedenen 
Verteilung von Wasser und Land zum Ausdruck, sondern auch 
die Wirkung der Eisbedeckung der Antarktis und ihre Einflüsse 
auf die benachbarten Meere. Andererseits ist der Winter der süd- 
lichen Halbkugel im Ganzen wärmer als der der nürdlichen, aber 
der Unterschied (Süd-Juli minus Nord-Januar 1°.6) ist in dieser 
Jahreszeit bei weitem nicht so grof wie im Sommer, obgleich die 
sibirische Kälte so stark abkühlend auf die nôrdliche Halbkugel 
einwirkt. | 

In der Schlufitabelle IIT ist das Gesamtergebnis der Tempe- 
raturbestimmung nach den neuen und den älteren Spitalerschen Be- 
rechnungen von 1886 nebeneinandergestellt. Spitaler hatte für 
die hôheren südlichen Breiten aus Mangel von direkten Beobach- 
tungen eine Formel angewandt, um die Mitteltemperatur der Halb- 
kugel zu bestimmen?) Der Vergleich der beiderseitigen Werte 


1) J. Hann, Handb. d. Klim., 3. Aufl, Bd. I, 1908, S. 322. J. Hann, Lebrb. 
d. Meteor.. 3. Aufl., 1913, S. 141 und 4. Aufl., 1923, S. 143. An den beiden letzt- 
genannten Stellen des Lehrbuchs ist ein Druckfehler zu berichtigen: 10° $. Br. 
hat im Juli 230.9 (statt 230.0). 

2) R. Spitaler, Die Wärmeverteilung auf der Erdoberfläche. Denkschr. 
Wiener Akad. Math.-Nat. K1, Bd. 51, 2. Abt. 1886, S. 1—20. 


| Tabelle IT. 
Mitteltemperatur der Breitenkreise (C°). 


TE 2 De 2 | 


Jabr Januar Juli Jahres-Amplitude 
Breite 
N.Br. | S.Br. | Dif. | N.Br. | S.Br. | Dif | N.PBr. | S. Br. | Diff. N.Br. | S.Br.| Diff 
0° 26.2 26.2 — 26.4 26.4 — 25 6 25.6 — 0.8 0.8 — 
10° 26.7 25.3 | +14 25.8 26.3 | — 0.5 26.9 23.9 | + 3.0 il 2.4 — 13 
o 20° 25.3 229 | +924 21.8 254 | — 36 28.0 20.0 | + 80 6.2 5.4 + 08 
= 30° 20.4 18.4 | +20 14.5 21.9 | — 74 27 3 147 | + 12.6 | 128 7.2 + 5.6 
cs 40° 141 11.9 | + 2.2 5.0 15.6 | — 10.6 24.0 9.0 | +150 | 19.0 6.6 + 12.4 
5 50° 5.8 5.5 | LO8 | — 7.1 83 | — 15.4 18.1 8.0 | + 15.1 | 25.2 5.3 19.9: 
e 60° — 11 — 41 | +80 | —161 12 | — 173 14.1 | — 103 | +244 | 302 11.5 + 18.7 
À 70° — 10.7 | — 13.3 | 2.6 | — 26.3 | — 18 | — 250 7:38 | — 239 | + 81.2 | 33.6 22,6 = LU 
= 800 — 18.1 | —247 | + 6.6 | — 32.2 | — 7,4 | _ 948 2.0 | — 36.3 | + 38.3 | 342 28.9 + 5.3 
90° —22.7 | —30 |+78|—41 |—11 |—30 |— 10 |—42 |La1 | 40 31 +9 
Halbkugel 15.2 13.3 + 1.9 8.1 17.0 — 8.9 | 22.4 9.7 12718143 7.3 7.0 
Erde 14.2 12.5 16.1 3.6 
f  Differenz | ï 
À Aquator—Pol 48.9 56.2 — 7.3 | 67.4 | 37.4 |+ 300.0] 26.6 67.6 |—410.0 | — — — 


Nach Berechnungen von Mohn (90°—60° N. Br), Spitaler u. (Batchelder + Hopfner) : 2 
(60° N.—50° $. Br.) und Meinardus (60°—90° S. Br.). 
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Tabelle IIL. 
Mitteltemperatur (C°). 


Âltere Werte 
Jahr | Jan. | Juli | Ampl. yon R. Bpitaler: (R6E6) 
Jabr | Jan. | Juli | Ampl. 


Nôrdl. H.-K. 15.2 8.1 | 22.4 143 | 15.5 8.0 | 22.5 | 145 
Südl. H.-K. 135 41#17.0 97 HAT EU IE LT EUIL12;3 5.2 
Erde 142 | 12.5 | 16.1 3.6 | 15.1 | 12.8 | 17.4 4,6 


ergibt, daB die Mitteltemperatur der südlichen Halbkugel im Jahre 
um 1°.6, im Januar um 0°.5, im Juli um 2°.6 niedriger angesetzt 
werden muf als vor 40 Jahren, und die Temperatur der ganzen 
Erde erscheint im Jahresmittel von 150.1 auf 140.2, im Juli von 
179.4 auf 16°.1 vermindert. Vergleicht man noch die neuen Werte 
mit denen von 1909, so ergibt sich für die südliche Halbkugel 
eine Herabsetzung der Temperatur von 0°.2 im Jahr, von 0°.2 im 
Januar und von 00.4 im Juli. Etwa um die Hälfte dieser Werte 
ist die Temperatur der ganzen Erde heute niedriger zu rechnen. 

Der Einfluf, den die neue Berechnung der Temperatur in 
hôüheren südlichen Breiten auf das Gesamtmittel der Südhemisphäre 
und der Erde hat, ist also verhältnismäfig gering. Das ist leicht 
verständlich, weil der Flächenanteil der polaren Zonen an der 
ganzen Halbkugel relativ klein ist. Würde z. B. die Mitteltempe- 
ratur der Polkappe von 80°—90° $. Br. später um 5° tiefer ge- 
funden als heute, so hätte das für die Mitteltemperatur der ganzen 
Südhemisphäre nur eine Senkung von 0°08 zur Folge, und selbst 
eine Ânderung von 5° in den Breiten 70°—900 vermôchte die 
Temperatur der Halbkugel nur um 0°.3 zu beeinflussen. Wenn 
also auch die von mir berechneten Mitteltemperaturen der hôheren 
südlichen Breiten noch um mehrere Grade unsicher sein sollten, 
was ich gerne zugebe, so wird doch die Temperatur der südlichen 
Halbkugel, die nach diesen neuen Bestimmungen im Jahre 13°, 
im Januar 17°.0, im Juli 90.7 beträgt, sich durch verbesserte Werte 
im Südpolargebiet kaum noch um Zehntel ändern. Indessen kôünnten 
neu entworfene Isothermenkarten in den mittleren und niederen 
Breiten so erhebliche Abweichungen gegen die älteren Karten 
von Hann und Buchan aufweisen, daB dadurch auch die Tempe- 
ratur der beiden Halbkugeln und der Erde noch gegen die Werte 
der Tabelle IIT verändert würden. 


Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1925. Heft 1. B 
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In welcher Weiïse sich die fortschreitende Kenntnis der Tem- 
peraturverhältnisse der Erde in den Mitteltemperaturen abspiegelt, 
die im Lauf der Zeit von den verschiedenen Forschern abgeleitet 
wurden, zeigt folgende Übersicht. Die nach Formeln berechneten 
Werte, sind durch einen Stern bezeichnet. 


Nôrdl.|Südl. | &qe Nürdl.| Südl. | pq 

Halbkugel Halbkugel 
Dove (1852) 15.5 |13.6*|14.6*| Spitaler (1886) 15.3 |14.9*| 15.1 
Schoch (1856) 15.1* | 14.9*|15.0*] Hann (1896) 153 |14.7*| 15.0 
Sartorius v. Walters- Hann (1906) 15.2 |13.6 | 14.4 
hausen (1865) 17.4# |15.8*|16.6*] Meinardus (1909)| 15.1 |18.5 | 148 
Ferrel (1877) 15.3 |16.0*|15.6*] Hann (1913) 15.2 |18.4 | 148 
Hann (1882) 15.3 |15.4*| 15.4 | Meiriardus (1925)| 15.2 |13.3 | 14.2 


Während die Temperatur der nôrdlichen Halbkugel bereits 
1852 durch Dove nahezu richtig ermittelt und auch die der süd- 
lichen trotz fehlender Grundlage aus den hôheren Breiten von ihm 
nach einer Formel ziemlich gut getroffen war, wird in der Folgezeit 
die südliche Halbkugel zunächst für wärmer gehalten als vorher. 
Den Hôchstwert fand Ferrel 1877 mit 160.0 nach einer Formel, die 
für beide Halbkugeln Geltung haben sollte. Mit der wachsenden 
Zahl von Beobachtungsstationen in südlichen Breiten hat dann die 
Temperatur der südlichen Halbkugel fortgesetzt niedrigere Werte 
erhalten und ist schlieBlich nach den neuesten Bestimmungen auf 
130.8 hinuntergerückt. Âhnliches eu auch für die Gesamttempe- 
ratur der Erde. 


Über einen neuen Zusammenhang zwischen elliptischen 
Modulfunktionen und indefiniten quadratischen Formen. 


Von 
E. Hecke (Hamburg). 


Vorgelegt durch E. Landau in der Sitzung vom 24. Juli 1925. 


Zwischen den elliptischen Modulfunktionen und den binären 
definiten quadratischen Formen (d. h. imaginär-quadratischen Zahl- 
kôrpern) besteht bekanntlich ein Zusammenhang, welcher in zwei, 
zunächst getrennten Gedankenkreisen zu Tage tritt. Einmal der 
durch die Überschrift ,komplexe Multiplikation“ gekennzeichnete. 
Sodann aber dienen definite quadratische Formen zur Erzeugung 
der wichtigsten individuellen Modulfunktionen, d. h. die Konstruk- 
tion von elliptischen Modulfunktionen von bestimmter Art, deren 
Existenz vielleicht schon durch allgemeine Überlegungen feststeht, 
erfolgt durch Angabe von Reihenentwickelungen, in deren Bildungs- 
gesetz als wesentliche Bestandteile ganzzahlige definite quadratische 
Formen der Summationsbuchstaben auftreten, wie etwa bei den 
Thetareihen'). In der klassischen Systematik der elliptischen 
* Modulfunktionen, wie sie von Klein, Fricke und Hurwitz ge- 
schaffen wurde, spielen diese Reïihenentwickelungen eine entschei- 
dende Rolle, vor allem bei der Aufstellung der Modulfunktionen 
hôherer Stufe und der damit zusammenhängenden Funktionen, 
z. B. der Integrale 1. Gattung #-ter Stufe. Die berühmte Theorie 
der Klassenzahlrelationen von Hurwitz, welche die Bedeutung 
der Entwickelungskoeffizienten dieser Integrale erkennen lehrt, 
gewinnt einen konkreten Inhalt erst, wenn wir diese Integrale 
direkt angeben kônnen; das ist bisher nur für einzelne niedere 
Stufenzahlen gelungen, und zwar grade durch Reïhen von dem 
oben genannten Typus. 


1) Es ist eine tiefer liegende Tatsache, daB diese Funktionen einer Vari- 
abeln sich auch durch die Fragestellung der komplexen Multiplikation bei den 
zweïfachen Thetareihen ergeben, welche ursprünglich drei unabhängig verän- 
derliche Moduln haben. 

3% 
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Ganz anders verhält es sich mit indefiniten quadrati- 
schen Formen. Hier sind bisher nur ganz vereinzelt Bezie- 
hungen zur Modulgruppe und den Modulfunktionen konstatiert 
worden. Sie wurzeln in dem Umstand, daf die reellen quadra- 
tischen Irrationalitäten als Fixpunkte der hyperbolischen Substi- 
tutionen der Modulgruppe auftreten. Meine Untersuchungen haben 
mich nun auf die überraschende Tatsache geführt, da die in- 
definiten binären quadratischen Formen (d. h. also 
reelle quadratische Kôrper) genau ebenso, wie die 
definiten Formen, zur Bildung von elliptischen Mo- 
dulfunktionen verwandt werden kônnen; insbesondere 
liefert jeder einzelne reelle quadratische Kôürper unendlich viele 
Potenzreihen, welche funktionentheoretisch als elliptische Modul- 
formen (— 1)ter Dimension zu bezeichnen sind. Die Untergruppe 
der Modulgruppe, zu welcher sie gehüren, ist eine Kongruenz- 
untergruppe mod. x (,Untergruppe #-ter Stufe“) und die Stufen- 
zahl n ist dabei durch die Diskriminante des quadratischen Kôr- 
pers teilbar. Es liegen also ganz ähnliche Verhältnisse wie bei 
den definiten Formen vor. Übrigens ist es bemerkenswert, daf in 
dieser Theorie die reelle quadratische Irrationalität nirgends in 
ihrer Eigenschaft als Fixpunkt von hyperbolischen Substitutionen 
der Modulgruppe auftritt. 

Hieraus ergeben sich nun sehr weitgehende Konsequenzen s0- 
wohl für die Arithmetik wie für die Funktionentheorie. Für die 
letztere ist nämlich auf diese Art ein zweites Erzeugungsprinzip 
von Modulformen (— 1)-ter Dimension (und damit auch hôherer Di- 
mensionen) gesetzt, welches gleichberechtigt neben das erste Er- 
zeugungsprinzip tritt, das sich der definiten Formen bedient. Zur 
Herstellung von Modulformen negativer zweïiter (und hôherer) Di- 
mension — das sind grade die Integranden 1. oder 3. Gattung — 
lassen sich ferner diese beiden Erzeugungsprinzipien auch kombi- 
niéren. Andrerseits hat man aber aus allgemeinen funktionen- 
theoretischen Prinzipien einen Überblick über die Anzahl linear 
unabhängiger Formen gegebener Dimension und Stufe. Und so 
kann man in gewissen Fällen die Identität von zwei auf verschie- 
dene Arten gewonnenen Funktionen erschliefen, was dann umge- 
kehrt arithmetische Beziehungen zwischen den bei der Aufstellung 
benutzten quadratischen Kürpern zur Folge hat. Hierbei treten 
entweder nur reelle oder nur imaginäre quadratische Küôrper auf, 
oder aber — und das ist das Neuartige — Beziehungen zwischen 
reellen und imaginären Kôrpern, von einer gegenwärtig noch nicht 
verständlichen Art. Von besonderem Interesse sind die Modul- 
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formen von der Dimension —2, welche man auf dem neuen Wege 
gewinnt. Sie liefern unmittelbar die Integrale 1. Gattung; und 
ihre, mit indefiniten quadratischen Formen gebildeten Entwicke- 
lungskoeffizienten müssen also nach Hurwitz in die Klassenzahl- 
relationen eingehen. 

Im Folgenden môchte ich die Grundlinien dieser Theorie kurz 
auseinandersetzen, und zwei Beispiele für die eben genannten Iden- 
titäten geben; das eine, eine neue Darstellung für die 12. Wurzel 
aus der Diskriminante, läft sich nachträglich auch rein arithme- 
tisch, aber nur sehr kompliziert, gewinnen; das andere kann ich 
dagegen mit den bisherigen Mitteln der Arithmetik allein nicht 
aufklären. Eine ausführlichere Darstellung der Theorie soll an 
anderer Stelle erscheinen. 

Es wird das Verständnis vielleicht erleichtern, wenn ich die 
Bemerkung voraufschicke, daf hinter den Transformationsformeln 
für die neuen Reïhen die Funktionalgleichung der Zetafunktionen 
des quadratischen Kôrpers steckt, ohne dafi diese übrigens expli- 
zite vorkommt. 

Es sei ein reeller quadratischer Kôrper X(VD) mit der Dis- 
kriminante D gegeben, und Q sei eine positive ganze rationale 
Zahl. ,Einheit mod. 4 (wo 4 eine ganze Zahl in X +0) heifit 
jede Einheit aus X, welche total positiv und = 1 (mod. 1) ist, 
zwei Zahlen in Æ heïfen assoziiert mod. 4, wenn ihr Quotient eine 
Einheit mod. 4 ist. Es sei endlich « eine beliebige ganze Zahl in 
X. Wir betrachten dann folgende Funktion der komplexen Varia- 
beln 7: 


ne +. [um | 
(1) d(r; «, QVD) — Dune sgn u. 
u=«(QVD) 


Der Summationsbuchstabe uw durchläuft hierbei die ganzen Zahlen 
von Æ (u' ist die Konjugierte), welche = «& (mod. QD) sind, und 
zwar nur die mod. @VD nicht-assoziierten Zahlen dieser Art; 
sgnu ist das Vorzeichen + 1 von w, sgn 0 — 0; (wenn w, und w, 
mod. QVD assoziert sind, so hat sgnw, und sgnu, offenbar den- 
selben Wert). Daher hat jene Reïhe einen wohlbestimmten Wert, 
wenn der Imaginärteil von v positiv ist, und stellt hier eine ana- 
lytische Funktion von r dar, die übrigens môüglicherweise identisch 
verschwindet. In dieser einen Reïhe isolieren wir die beiden 
Bestandteile, welche entstehen, wenn man die Zahlen w überdies 
durch die Zusatzbedingung ,uu' = 0“ oder durch die andere 
yuu' < 0“ einschränkt, und gelangen so zu den beiden Funktionen 
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#, (x; «, QVD 2 ® (r; a QVD) 


Qxit 


|wu'| 
= pe e D sgn u 


u= «(QVD), uw > 0 
@)oy5 


und 


#_(r; a, QVD) ro d(r; NA MaAGE QVD) 


== >» e sen u. 
u= «(QVD), un! < 0 - 
ie QvD 
Der Einfachheit halber werden wir diese beiden Funktionen gleich- 
zeïtig weiter behandeln, und dann Formeln von der Art 
4 : D) + Ni TD) 
(2) 94 (r; «, QVD) D SR PAIRRES a', QYUD) 
so lesen, daf überall nur die oberen oder überall nur die unteren 
Zeïchen zu gelten haben. 
Wir interessieren uns jetzt für das Verhalten dieser Funk- 
tionen von r bei den Substitutionen der Modulgruppe und stellen 
zunächst fest, da$ für jede ganze rationale Zahl » 


Irina 


(8)  Ss(rtn;a QUD)—=e D 9,(1; «, QVD). 


s 


Das Verhalten dieser Funktionen bei der Substitution == wird 


nun durch folgenden Fundamentalsatz beschrieben: 
Hauptsatz 1: Es gilt die Transformationsformel 
£ œo 
= fe (< le: (= 0 QVD). 
TQVD emo. QVD | 
In dieser Summe durchläuft o ein beliebiges volles Restsystem mod. 
QVD in K; S(à) bedeutet die Spur À +1'; und nach bekannten Sätzen 


hängt 
. œe 
L 2718 (55) 


nur von der Restklasse mod. QVD ab, der die Zahl «o angehürt. VD 
ist immer der positive Wert. 


+ (cr; œ, Q VD) se 


nn 6: + 
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Der Beweis dieses Satzes ist natürlich der Kern der ganzen 
Theorie. Er wird dadurch geführt, daB man zu den Fuanktionen 
+ ohne Index (G1. (1)) zurückgeht und für diese eine ähnliche 
Transformationsformel beweist; diese Funktionen ergeben sich näm- 
lich aus Thetafunktionen von 2 Variabeln 


== 1 2 t' 12 
(4) V£ D fe Gu+t'u ie 
| u = «(QVD) 
wenn man für diese die Fourierentwickelaung um den Punkt 
t — t' — 0 aufstellt, nach dem so oft von mir benutzten Prinzip: 


Die Funktion (4) ändert sich nicht. wenn man é,!’ durch #°4, mt 
ersetzt, wo n die Grundeinheit mod. QV/D) ist. Es mu also eine 
Fourierentwickelung existieren und das konstante Glied ist grade 
unsere Funktion # aus Gl. (1). Ist so die Zurückführung auf 
Thetafunktionen von 2 Variabeln gelungen, so ergibt sich der 
Hauptsatz sofort aus der bekannten Transformationsformel dieser 
Thetas. 

Jene Zurückführung ergibt sich am einfachsten vermüge der 
leicht beweisbaren Integralformel 


as COM An v —v 
: 2au _ Vu | A au(e’+e ) do, 


00 


aus welcher weiter für uw’ + 0 folgt 


te juive [Teener 


= Q0: 


Durch Multiplikation mit sgn uw wird rechts aus [u] der Faktor w 
und dann, wenn man diesen Wert in das einzelne Glied unsrer 
Reïhe # einsetzt und das von der Zetafunktion her bekannte Ver- 
fahren anwendet, tritt grade im Integranden die zweifache Theta- 
reihe (4) auf; die Benutzung der Transformationsformel für diese 
liefert int den oben ausgesprochenen Hauptsatz. 

Aus diesem und der Gl. (3) folgt weiter für das Non 
bei beliebigen Modulsubstitutionen eine Gleichung 


> A (c: HA De (Te QVD) 
o mod. QVD 


(5) #+(r; a, QVD) — 


ra 


wo a,b,c,d ganze rationale Zahlen mit der Determinante 1 und 
die Koeffizienten c, (...) von x unabhängig sind. 
Führt man homogene Variable &,, ©, statt r ein, so bedeutet 
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das: die Funktionen 
©, + (; &, QVD) 
Da 


sind homogene Funktionen von w,,@, von der Dimension — 1, 
welche bei homogenen Modulsubstitutionen der «,, œ, selbst eine 
lineare homogene Substitution erfahren, derart, daf bei festem 
Q, D die [N(QVD)| — Q*D Funktionen #, (tr; «, QVD) für die 
verschiedenen « sich untereinander homogen substituieren und 
ebenso die Funktionen #_(r; «, Q VD) untereinander. Eine nähere 
Untersuchung zeigt dann: 


Bei der Untergruppe te der Modulgruppe, wo 


ce = 0 (mod. Q D) 


gilt 
4 bdcc! 
Æ2mi QD 
D\e at+b. FR 
PERMIS au Ge pus ue da, QVD) 


Hierbei ist F) das verallgemeinerte Legendresche Restsymbol. 
Setzt man über die Koeffizienten der Substitution noch mehr 
voraus, so ergibt sich aus der letzten Formel: 


Hauptsatz 2: Ist 4, eine Substitution der Hauptkongruenzunter- 
gruppe T'(Q D) mod. QD, d. h. 
= d=1, bd 


(] 


ce = 0 (mod. QD), 


so ist 


at +b _ — 

D (PTT à QVD) = (er +d)92(r; « QVD) 

Die Funttionen #+ (Tr; «, QVD) sind also bei homogener Schreibweise 
Modulformen von der Dimension — 1 und der Stufe QD. 


Für eine Primzahlstufe # kann man also auf diese.Art Modul- 
formen nur so erhalten, da man n — QD setzt, wo Q = 1, 
D = n ist. Eine einfache arithmetische Überlegung zeigt nun, 
daf alle diese Funktionen identisch verschwinden. 
Das ist ein Grund, warum solche Modulformen für niedere Stufen 
überhaupt nicht auftreten. Die arithmetischen Kriterien, welche 
ein Kôrper erfüllen muf, damit man nach der obigen Methode 
nicht-verschwindende Modulformen erhält, lassen sich leicht formu- 
lieren, und man erkennt so, daf jedenfalls zu jedem Kôrper ÆX 


Elliptische Modulfunktionen und indefinite quadratische Formen. A1 


durch geeignete Wahl von Q unendlich viele nicht-verschwindende 
Modulformen konstruiert werden kônnen. 

Alle diese Formen von der Dimension — 1 haben noch eine 
gemeinsame Eigenschaft: In allen #+ (Tr) fehlt das konstante Gdied, 
und daher folgt aus (5), daB diese Funktionen in allen rationalen 
Randpunkten verschwinden. Daraus aber ergibt sich der 

Satz. Jedes Produkt + (r; «, QVD) mit einer beliebigen ganzen 
Modulform von der Dimension — 1 und der Stufe Q D, welche in allen 
rationalen Punkten endlich bleibt, ist eine Modulform von der Dimen- 
sion —2 und der Stufe QD, die in allen rationalen Punkten ver- 
schwindet, und welche daher durch Integration nach rt ein Integral 
1. Gattung der Stufe Q D ergibt. 

,Integrale erster Gattung der Stufe n“ sind dabei so gemeint, 
daf die Gruppe Il'(x) einen Fundamentalbereich besitzt, dieser 
. als in abstracto geschlossene Riemannsche FKläche ein endliches 
Geschlecht hat und also ein algebraisches Gebilde definiert, zu 
dem Integrale 1. Gattung gehôren, und diese werden schlieflich 
als Funktionen von r betrachtet. Sie sind als solche regulär im 
Innern der oberen Halbebene und auch in allen rationalen Rand- 
punkten, gemessen in den wie bekannt festgesetzten Ortsunifor- 
misierenden, und ändern sich bei den Substitutionen von l'(#) um 
additive Konstanten. 

Bei der Auffindung von Integralen 1. Gattung kann man dann 
noch auf folgende Art die Stufe erniedrigen. Geht in der Dis- 
kriminante D die Zahl 3 oder 4, aber nicht 8 auf, so kann man 
wegen der Struktur der Gruppe der, Normenreste mod. 3 und 
mod. 4 solche Linearkombinationen von den 9+(7; «, Q VD) bilden, 
. oder Le oder 12 
sind im Sinne der Terminologie von Klein-Fricke, d. h. welche sich 
bei den Gruppen dieser Stufen nur um Einheitswurzeln verändern. 
Geeignete Produkte von solchen Funktionen sind dann bei diesen 
Gruppen absolut invariant. 

Eine genauere Diskussion dieser Funktionen wird nun zweck- 
mäBig so vorgenommen, daf man gleich die schon bekannten, aus 
den imaginär-quadratischen Kôrpern entspringenden Reiïhen 
mitbehandelt. Man führe hierzu für eine negative Diskriminante 
D etwa die Funktion ein 


welche bereits den Stufen »adjungiert“ 


(6) (ca QND) = Dh cel 821 (D < 0). 
u = «(QVD) 
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Hierin durchläuft w alle ganzen Zahlen des imaginären Kôrpers 
K(VD), welche = « (mod. Q VD) sind. Diese Reïhen haben ganz 
ähnliche Transformationseigenschaften wie die obigen Reïhen aus 
der Theorie der reellen Kôrper, nur verschwinden sie nicht in 
allen rationalen Randpunkten. Zur Aufstellung von Integralen 
1. Gattung der Stufe [QD] sind sie aber in Verbindung mit den 
andern Reïhen brauchbar. 

Ich bringe zum Schluf noch zwei Beispiele. 

1. Beispiel: Die Funktion 


®, (x; 1, V12) — Z e sgn 
u = 1(V12), ue > 0 
(u) ve 
ist nicht identisch 0, und die übrigen Reïhen für den Modul 12 
unterscheiden sich von dieser nur um einen konstanten Faktor. 
Aus dem oben Bewiesenen folgen die beiden Gleichungen 


27 
9,(6+1;1, V12) = e * 9,(r; 1, V12) 
Ÿ, (-: 1, VE) Fa —iT®,(r; 1, V12). 


Genau dieselben Gleichungen gelten aber auch für die 12. Wurzel 
aus der Diskriminante ŸZ(r), wo 
SFA TAN 
PO) Me 628, 12 IT CR dd à 1e 
n= 1 
Durch eine einfache funktionentheoretische Schlufiweise folgt 


daher die Identität beider Funktionen: 


(? V2 () = #9, (x; 1, VI2) 
Nun kennt man aber bereits') seit langem eine andere Reïhen- 
entwickelung von V2: 
TT 
à + 00 5 (6m + 1)? + (6 + 1}°). 
6) NET SUD HO e PPree 


m,N = — CO 


Die Vergleichung beider Reïhen ergibt also eine Beziehung zwischen 
den Darstellungen einer ganzen rationalen Zahl X in der Form 


1) Vgl. etwa H. Weber, Ellipt. Funktionen und algebraische Zahlen, 2. Auf. 
1908, $ 34. 
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k = x°—3y, wo x +V3y = 1 (mod. 2 3) 
und in der Form 


(Gm + 1) + (6n + 1) 
S u 


— EN((Gm+1)+i(6n+1)). 


Diese Beziehung, und damit die Identität der beiden Reïhen, kann 
man nun auch arithmetisch bherleiten. Aus dem quadratischen 
Reziprozitätsgesetz in X(V3) kann man nämlich zeigen, daB die 
Reïhe 9, sich auch mit Hilfe des quadratischen Restsymbols |—} 
in Æ(V3) so schreiben läft: 

st 2 ju) 
(9) (1, VD = NE LUS 

Qu) 1 # 


wo w die verschiedenen Hauptideale in X (V3) durchläuft. Be- 
trachtet man nun statt der Potenzreihen Y a,x" die Dirichlet- 


) 


schen Reiïhen Y was ja für die Frage nach dem Bestehen der 


fraglichen Identität gleichbedeutend ist, so erkennt man, daf die 
zu (9) gehôürige Dirichletreihe die L-Reiïhe ist, welche bei der 
Darstellung der Zetafunktion des Kôürpers 4. Grades X(Ÿ12) durch 
die L-Reïhen des Kürpers ÆX(V3) auftritt. Der Kürper Æ(V12) 
ist aber auch zu gewinnen als der reelle Unterkürper seines Ga- 
loisschen Kürpers X(i,V12), der seinerseits wieder ein relativ- 
Abelscher Kôrper in Bezug auf den Kôrper Ki) ist. Da man 
die Zerlegungsgesetze für diesen Kôrper ja auch kennt, erhält 
man so eine zweite Darstellung der Zetafunktion von Æ(Ÿ12) und 
diese führt grade auf die Reihe (8). 

Der funktionentheoretische Beweis ist offenbar erheblich ein- 
facher. | 

2. Beispiel: Von anderer Art ist das zweite Beispiel. Wir 
betrachten die Gruppe 1,(21) der Modulsubstitutionen eo) mit 
c =0(21) Sie hat das Geschlecht 1, und das zu ihr gehôrige 
Integral 1. Gattung ergibt sich mit den oben entwickelten Hilfs- 
mitteln durch Integration nach Tr von 


f(x) Se d(r; OT V—7, 3V—7) LAC 7, V21). 
Das ist ein Produkt von einer Reïhe aus dem reellen Kôrper 
K(\/21) mit einer aus dem imaginären Kôrper Æ(V—7) (GI. (6)). 
Andrerseits hat Fricke!) diesen Integranden 1. Gattung als Produkt 


1) R. Fricke, Die ellipt. Funktionen u. ihre Anwendungen, Leipzig 1922 
Bd. II. S. 441. 
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von zwei Reïhen aus dem imaginären Kürper X (V— 21.4) darge- 
stellt. Durch die Gleichsetzung der entsprechenden Koeffizienten 
ergibt sich eine neue Beziehung zwischen den drei Kürpern 


K(N=%)" K(V2D, _K(V=21), 


die, wie es scheint, nicht in dem Bereich der bisher bekannten 
multiplikativen Zahlentheorie dieser Kôrper liegt. 

Über Verallgemeinerungen und Anwendungen der hier skiz- 
zierten Gredanken werde ich Ausführliches in einer umfangreicherén 
Verüffentlichung bringen. 


Untersuchungen aus dem Allgemeinen Chemischen Laboratorium 
der Universität Güttingen. 


Über die Saponine und ihre Beziehungen 
zu anderen Pflanzenstoffen. 


von 
Adolf Windaus. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Juli 1925. 


Die Saponine, eine im Pflanzenreich weitverbreitete Gruppe 
von Stoffen, haben ihren Namen daher erhalten, daf ihre wäss- 
rigen Lôüsungen ähnliche physikalische Eigenschaften be- 
sitzen wie Seifenlüsungen: sie schäumen stark, sie wirken emul- 
gierend auf Üle und sie erschweren das Absetzen feiner Teilchen. 
In Wasser sind die Saponine lôslich, in Âther und Chloroform 
dagegen unlôslich, gegenüber Alkohol zeigen sie sehr verschiedene 
Lôslichkeit. Technisch werden die Saponine als Waschmittel ange- 
wendet, ferner dienen sié zur Bereitung von Schaumgetränken und 
zur Emulgierung von Lebertran. ‘ 

Die Saponine haben auch bemerkenswerte physiologische 
Eigenschaften; charakteristisch ist es, daf sie rote Blut- 
kôrperchen aufzulôsen vermügen und diese Fähigkeit beim Zu- 
sammenbringen mit Sterinen verlieren. 

Chemisch sind die Saponine dadurch ausgezeichnet, daB sie 
sämtlich Glykoside sind, und zwar enthalten sie Hexosen, Pentosen, 
Methylpentosen und auch Glukuronsäure gepaart mit dem Grenin. !) 
Bei der Hydrolyse der Saponine ist es bisweilen gelungen, die 
Zucker stufenweise aus dem Molekül abzuspalten; die noch zucker- 
haltigen Spaltstücke nennt man Prosapogenine, die zucker- 
freien heifen Endsapogenine. 

Die Saponine liefern leicht Anlagerungsverbindungen 
mit Alkoholen; unter ïhnen lassen sich einige krystallisiert ge- 
winnen, vor allem sind Anlagerungsverbindungen mit dem Cho- 


1) AuBer den glykosidisch gebundenen Zuckern sollen gelegentlich auch 
Fettsäuren esterartig an das Genin gebunden sein. 
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lesterin bekannt, die im (regensatz zu den Saponinen selbst un- 
giftig sind. 

Die Formeln der Saponine zu ermitteln ist sehr schwierig, fast 
alle aufgestellten Formeln sind bestimmt falsch. Der Versuch 
Flückigers und Koberts auf Grund solcher Formeln die 
Saponine in eine oder zwei homologe Reihen einzuordnen ist 
daher vüllig miBglückt; er war übrigens nach dem, was wir heute 
über die Saponine wissen, von vornherein aussichtslos. Will man 
versuchen verwandtschaftliche Beziehungen zwischen den 
einzelnen Saponinen aufzudecken, mu man nicht die Formeln der 
Saponine, sondern diejenigen der Endsapogenine vergleichen. 

Es scheint als ob die Saponine und die Endsapogenine in zwei 
grofe Gruppen zerfallen, und zwar in solche von neutralem 
und solche von saurem Charakter. 

Über die Konstitution der Sapogenine weiB man bisher 
so gut wie nichts, wir haben darum im bhiesigen Institute eine 
Untersuchung auf diesem Gebiete begonnen; von neutralen Sapo- 
ninen haben wir das Digitonin und das Gitonin aus Digitalis- 
samen, von sauren Saponinen die Quillajasäure studiert. 


Gitonin und Digitonin. 

Das Gitonin besitzt die Formel C9 Hso Os und zerfällt 
bei der Hydrolyse in Gitogenin C26 H4e O1, 3 Mol. Hexose und ein 
Mol. Pentose : 

Cao Hso O23 + 4 HO = Coc H4s Os + 3 C6 Hio O6 + C5 Ho Où 

Das Digitonin besitzt wahrscheinlich die Formel C55 Hso Oo 
und zerfällt bei der Hydrolyse in Digitogenin C6 H4 Os, 4 Mol. 
Hexose und ein Mol. Pentose: 

C55 H90 Oo + 5 H2O — Co Hu Os + 4 C6 Ho O6 + C5 Hio Os 

Das Digitogenin und das Gitogenin sind einander sehr ähnlich, 
sie haben dieselbe Anzahl Kohlenstoff- und Wasserstoffatome 
und unterscheiden sich nur durch die Zahl ihrer Sauerstoffatome 
von einander. Digitogenin enthält drei sekundäre Alkoholgruppen, 
während die beiden übrigen Sauerstoffatome vermutlich oxydartig 
gebunden sind. Das Gitogenin ist ein zweiwertiger Alkohol 
und besitzt ebenso wie Digitogenin zwei oxydartig gebundene 
Sauerstoffatome. Die drei Hydroylgruppen des Digitogenins stehen 
in hydrierten Ringen, zwei in demselben Ring in «-Stellung zu 
einander, die dritte in einem Nachbarring. Die beiden sekundären 
Alkoholgruppen des Gitogenins stehen in einem hydrierten Ringe 
in a-Stellung zu einander. Beide Genine sind gesättigt. 
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Ob das Kohlenstoffskelett der beiden Genine dasselbe ist, ist 
zwar nicht sicher bewiesen, aber wohl sehr wahrscheinlich. 
Beide Grenine haben 8 Atome Wasserstoff weniger als die ent- 
sprechende Verbindung der Paraffinreihe, sie müssen also vier 
hydrierte Ringe in ihrem Molekül enthalten und der ihnen zu 
Grunde liegende gesättigte Kohlenwasserstoff. muB die Formel 
C26 Huc besitzen. Hierdurch werden Digitogenin und Gitogenin in 
die Nähe des Cholesterins (Sitosterins) gerückt; die beiden Sterine 
sind einfach ungesättigte sekundäre Alkohole von der Formel 
Cor Has O; die ihnen zu Grunde liegenden gesättigten Kohlen- 
wasserstoffe (Cholestan und Sitostan) besitzen die Formel C?z Has, 
sie enthalten ebenfalls ein System von vier hydrierten Ringen und 
erscheinen als die nächst hüberen Homologen des Kohlenwasserstoffs 
C26 Huc, des Grundkohlenwasserstoffes des Gitogenins und Digito- 
genins. Vermutlich sind also diese neutralen Sapogenine Um- 
* wandlungsprodukte der Sterine. Daf die Grundkohlenwasserstoffe 
der beiden Stoffklassen sich um ein Atom Kobhlenstoff unterscheiden, 
ist zwar überraschend, aber nach den Ergebnissen der Elementar- 
analyse nicht zweifelhaft. 

Die nahe Verwandtschaft zwischen Digitogenin und Cholesterin 
gibt sich auch dadurch zu erkennen, da beide aufer dem tetracy- 
klischen Kern eine Seitenkette enthalten und daf diese in 
beidén Füällen durch energische Oxydation unter Bildung von 
a«-Methylglutarsäure abgebaut wird. 

Auch noch zu einer anderen Gruppe wichtiger Pflanzenstotfe 
zeigen diese neutralen Sapogenine nahe Beziehungen. Bei der 
Oxydation des Gitogenins mit Salpetersäure werden 4 Kohlenstoff- 
atome aus der Seitenkette abgespalten und eine Lacton-dicarbon- 
säure C2 Hso O6 gebildet; diese läft sich über ein Brenzderivat 
Co1 Hso Os in ein gesättigtes Oxy-lacton Cx Hs Os überführen. 

Dieses Oxy-lacton ist besonders interessant; es gehôrt in die- 
selbe homologe Reïhe wie die gesättigten Oxylactone, die sich aus 
den Geninen der Herzgifte (Digitalinum verum, Digitoxin, Stro- 
phantin, Bufotoxin) darstellen lassen. Ich sehe hierin eine wichtige 
Stütze für die Vermutung, daB auch diese Crenine vom Sitosterin 
abstammen und daf die neutralen Sapogenine Zwischenprodukte 
bei diesem Abbau sind. 


Quillajasäure. 


Von den sauren Sapogeninen haben wir das Endsapogenin der 
Quillajasäure untersucht. Wenn wir auch noch keinen Einblick in 
seine Konstitution gewonnen haben, ist es uns doch gelungen, die 
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Formel C2 H4s Os sicher zu ermitteln und festzustellen, daB es sich 
um eine Oxo-dioxy-monocarbonsäure von gesättigtem Charakter 
handelt. Die Säure enthält nach ihrer Formel 10 Wasserstoffatome 
weniger als die gesättigte Fettsäure mit der gleichen Bindung 
der Sauerstoffatome und mu also 5 hydrierte Ringe in ihrem 
Molekül enthalten. 

Die von uns vermuteten nahen Beziehungen zu den Gallen- 
säuren C:4 H10 O4 bezw. C24 Hso Os scheinen also nicht vorhanden 
zu sein. Das Endsapogenin der Quillajasäure enthält 5 Atome 
Kohlenstoff und einen Ring mebr als die Gallensäuren, es kann 
also nicht wie die Gallensäuren, durch den oxydativen Abbau eines 
Sterins C2: Hs O entstehen, vielleicht steht es mit den kompli- 
cierter gebauten sterinähnlichen Stoffen (Stigmasterin Cso His O usw.) 
in genetischer Beziehung. 


Bemerkungen 
über die anormale Schallausbreitung in der Luft. 


Vorgelegt von 
E. Wiechert. 


(Nortrag in der Sitzung vom 20. November 1925, Manuskript eingeliefert 
am 3. Dezember 1925). 


$ 1. Einleitung. Der Vorgang der Schallausbreitung in 
weite Fernen von der Schallquelle erweckt die Aufmerksamkeit 
der Wissenschaft, weil sich die Môüglichkeit darbietet, Schlüsse auf 
die Beschaffenheit der Lufthülle in grôBeren Hôhen zu ziehen. Die 
Sachlage ist ganz äbhnlich wie bei den Erdbebenwellen. Der Unter- 
suchung der Ausbreitung dieser Wellen verdankt man Erfahrungen 
über die Beschaffenheit des Erdinnern, so darf man nun Ent- 
sprechendes für die Lufthülle hoffen. Für die Luftseismik ergibt 
die Mitwirkung des Windes eine Verwicklang, welche die Erd- 
seismik nicht kennt, doch scheint diese Schwierigkeit überwindbar, 
ja, man ist berechtigt, von der Luftseismik auch Nachrichten über 
die Luftstrômangen in den Hôühen der Atmosphäre zu erwarten. 
Zur Vereinfachung der Arbeit soll in folgendem von der Betrach- 
tung des Windeinflasses abgesehen werden. Man kann den Ein- 
flu8 des Windes einigermaBen eliminieren, indem man für die Be- 
obachtung môglichst windruhige Tage wählt und die Schallaus- 
breitung nach verschiedenen Richtangen vergleicht. Die Auswahl 
windruhiger Tage war für die im folgenden verwerteten Versuche 
von selbst gegeben, weil der Wind sich als eine so wirksame 
Stürungsquelle erwies, daB die Beobachtungen bei einigermafen 
lebhaftem Wind versagten. 

Als Herde für die Lufterschütterungen dienten Explosionen. 

Fast regelmäBig zeigt sich bei Explosionen die merkwürdige 
Erscheinung der ,Zone des ,Schweigens“, in welcher der Schall 
nicht gehôürt wird, während er in einem Gebiete in der Umgebung 
des Herdes, dem ,inneren“ oder ,normalen“ Bereich der Hôür- 
barkeït und wiederum in Gebieten jenseits der Zone des Schweigens 
dem ,äuferen“ oder ,janormalen“ Bereich der Hôrbarkeit hôrbar 
ist. Der anormale Bereich bildet im gro$en und ganzen einen 


Ges. 4. Wiss. Nachricbten. Math-phys Klase. 1925. Heft 1. 4 
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Ring um den Herd als Zentrum, der in einem Stück, oder in 
mehreren Stücken, oder ausnahmsweise auch vollständig vor- 
handen ist. | 

Seit Beendigung des Weltkrieges werden in verschiedenen 
Staaten alte Kriegsvorräte vernichtet; das gibt der Wissenschaft 
Gelegenheit, die Schallausbreitung systematisch zu untersuchen. 
In Deutschland hat die ,Notgemeinschaft der Deutschen 
Wissenschaft* in sehr dankenswerter Weise diese Unter- 
suchungen unterstützt, wohl überhaupt erst môglich gemacht. Es 
wurde eine Kommission gebildet, deren Vorsitz H. Hergesell, 
der Direktor des Âronautischen Observatoriums in Lindenberg 
führt. Von Zeit zu Zeit kommen die Mitglieder zusammen, um 
weitere Unternehmungen zu beraten und die erhaltenen Ergebnisse 
zu besprechen. Güttingen, wo das Geophysikalische Institut der 
Universität unter meiner Leitung steht, erhielt die Aufgabe der 
Mitarbeit in Gôttingen selbst und in AufBenstationen, welche den 
Umständen entsprechend zu wählen sind. Von Anfang an stand 
mir tatkräftig Herr Kollege Professor Dr. G. Angenheister zur 
Seite, der die ,Angewandte Geophysik“ an der Universität ver- 
tritt. DaB manche Erfolge erzielt werden konnten, ist auBer der 
Gunst des Wetters in weitem Mafe dem Eïifer zu danken, mit 
welchem Assistenten und Doktoranden des Institutes (F. Hubert, 
F. Trappe, J. Brand, W. Feld, F. Gerecke, K. Jung, E. 
Kantzenbach, H. Mothes, H. Rüpke, H. Schminke, H. Schnell) 
sich an den Arbeiten beteiligten. In Gôttingen waren mehrere 
Apparate zu bedienen, zu jeder der AuBenstationen, welche in ge- 
meinsamer Beratung gewählt wurden, sind in der Regel zwei 
Beobachter entsandt worden. 

G. Angenheister hat einen grofen Teil der bisher ge- 
wonnenen Resultate, welche unserer deutschen Organisation zu 
verdanken sind, und Ergebnisse franzüsischer Sprengungen in einer 
Arbeit (1) zusammengefafit, welche in dem soeben ausgegebenen 
Heft 7 des ersten Bandes der Zeitschrift für Geophysik erschienen 
ist. Über diese Arbeit berichtete er schon am 4. November im 
Gôttinger ,Geophysikalischen Kolloquium“ und später stellte er 
mir in dankenswerter Weise auch die Druckbogen der Arbeïit zur 
Verfügung, sodaB ich sie für das Folgende benutzen konnte. Das 
genannte Heft 7, welches am 25. November in meine Hände kam, 
enthält auch eine ausführliche Arbeit (2) von A. Wegener, welche 
einen zusammenfassenden Bericht über die bisherigen Beobachtungen 
der Schallausbreitung und die Versuche der Erklärung bringt. Die 
Arbeiten von G. Angenheïister und A. Wegener ergänzen 


Bemerkungen über die Schallausbreitung in der Luft. 51 


sich in erfreulichster Weise. Auch auf die Wegenersche Arbeïit 
werde ich mich im Folgenden beziehen kônnen. 

Die systematischen Zahlenrechnungen zur vorliegenden Arbeit 
sind von Herrn Assistenten E. Kantzenbach unter Mithilfe von 
Frl. Sekretärin L. Struckmeyer ausgeführt worden.  Beiden 
schulde ich den besten Dank. 

$ 2. Versuche der Erklärung. In der Erklärung des 
sogenannten anormalen Bereiches der Hôrbarkeit stehen zwei Auf- 
fassungen einander gegenüber. Nach der einen gehen die Schall- 
wellen dieses Bereiches ebenso wie die des normalen Bereiches 
durch die ,Troposphäre“, das heift durch jene unteren Luft- 
schichten der Atmosphäre, welche für die Wettererscheinungen 
wesentlich sind, und deren Hühe man bis hüchstens 17 km rechnet. 
Besonderheiten der Windschichtung und der Temperaturschichtung 
sollen die Schallwellen zur Erde herabführen. ÆEinzelne Autoren 
nehmen dabei eine erhebliche Mitwirkung der Beugung der Schall- 
wellen an. Nach der gegensätzlichen Hypothese gehen die Schall- 
wellen des anormalen Bereiches über die Troposphäre hinweg durch 
die ,Stratosphäre“ und finden dort die Ursache der Rückkehr zur 
Erde. Diese Vorstellung rührt von G. von dem Borne her, 
der sie in einer Aufsehen erregenden Abhandlung (3) 1910 dar- 
legte. Er weist darauf hin, daf nach den Ausführungen von 
J. Hann und Anderen in der Stratosphäre mit wachsender Hühe 
aus physikalischen Gründen die leichteren Bestandteile der Luft, 
insbesondere der Wasserstoff, immer mehr hervortreten um schlief- 
lich zu überwiegen. Diese Schichtung muf zu einer Krümmung 
der Schallwellen nach unten hin Anlaf geben. (Gemäf den Rech- 
nungen von G. von dem Borne sollen wir so eine vollständige 
Erklärung des Bereiches der anormalen Hôrbarkeit mit seiner 
inneren Begrenzung an der Zone des Schweigens finden. 

Die Hypothese der Troposphäre genügt ganz gewif nicht. Das 
hat insbesondere A. Wegener in eingehenden Ausführungen dar- 
gelegt (2). Ofters kam es vor, daf der anormale Bereich der Hür- 
barkeit nahezu einen Halbring bildete oder weitergedehnt war, 
oder aus Ringstücken bestand, die einander gegenüberlagen. Für 
die Sprengungen in Jüterbog am 3. Mai 1923 war durch H. Her- 
gesell (4) in Verbindung mit dem PreuBischen Meteorologischen 
Institut eine weitgedehnte Organisation geschaffen, welche zu 
dem wichtigen Ergebnis führte, da8 das Aufengebiet der Hôr- 
barkeit den ganzen Umkreis umfafite, in dem überhaupt beobachtet 
wurde, nämlich ca. 290°. Ausgeschlossen war nur jenes Grebiet in 
Bôhmen, welches an der Arbeit nicht beteiligt war. Man wird 

4 * 
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nicht zweifeln kônnen, daf in diesem Fall die hôrbaren Schall- 
wellen des AufBengebietes einen vollständigen Ring bildeten. 
A. Wegener (2) zitiert nach Witkiewicz die Moskauer Ex- 
plosion vom 9. Mai 1920, wo die anormale Hôrbarkeit den ganzen 
Umkreis einnahm. — Der Wind, der stets einseitig wirkt, kann 
nach solchen Erfahrungen für die Erscheinung nicht wesentlich in 
Betracht kommen. Besonderheiten in der Temperaturschichtung 
der Troposphäre künnten den Schall nur dann herabzwingen, wenn, 
wie weiterhin dargelegt werden wird, die Schallgeschwindigkeit 
dort die am Boden herrschende erreicht, also die Temperatur oben 
mindestens bis zur Temperatur am Erdboden ansteigt. Etwas Der- 
artiges tritt nur ausnahmsweiïse ein und kann daher unmôüglich zur 
Erklärung der so regelmäfigen Erscheinung der Aufenzone der 
Hôrbarkeit herangezogen werden. Durch De Quervain (5) und 
Van Everdingen (6) sind Fälle bekannt geworden, wo die 
meteorologischen Verhältnisse der Troposphäre der Ausbildung des 
Aufenbereiches der Hôrbarkeit nicht entsprach. Auch die Beu- 
gung an etwaigen Schichten sehr schneller Ândérung der Luftbe- 
schaffenheit kann angesichts der Regelmäfigkeit der Erscheinung 
nicht grundlegend sein. 

So bleibt denn nur übrig, den Weg der Schallwellen, die im 
anormalen Bereich der Hôrbarkeit zur Erde zurückkehren, in der 
Stratosphäre zu suchen. Daf sich so die Hoffnung einstellt, Auf- 
schluf über die Beschaffenheit der Luftschichten der Stratosphäre 
zu gewinnen, war für mich der AnlaB, das Güttinger Geophysika- 
lische Institut unter Verwertung der Unterstützung der Nuotge- 
meinschaft der Deutschen Wissenschaft weitgehend in den organi- 
sierten Dienst der Schallforschung zu stellen. 

Ich war anfänglich der Meinung, die von dem Bornesche 
Theorie werde in der Hauptsache das Richtige treffen. Die erste 
in Gôttingen mit Glück durchgeführte Beobachtung, die der Spren- 
gungen in Jüterbog am 24. Juli 1924, zeigte, da die Wellen in 
Gôüttingen sehr erheblich früher eintrafen, als nach der Theorie 
zu erwarten war. Bei den späteren Sprengungen im Munsterlager, 
14. Januar 1925, wo die Beobachtungen gleich gut gelangen, be- 
trug die Verfrühung gegen die Theorie mehr als 2 Minuten (bei 
157 km Entfernung betrug die Laufzeit der Wellen tatsächlich 
535 Sekunden gegen 660 Sekunden der Theorie)! Alle anderen 
sicheren Beobachtungen zeigen entsprechende Differenzen. Rechnete 
ich anfänglich (7) noch mit der Môüglichkeit, da$ der Zwiespalt 
durch Annahme eines hüheres Grehaltes an Wasserstoff als G. von 
dem Borne ihn voraussetzte, beseitigt werden künnte, so muñfite 
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dieser Gedanke in Hinblick auf die neueren Beobachtungen auf- 
gegeben werden, denn der hohe Gehalt an leichten Bestandteilen, 
der angenommen werden müfte, würde den Aufenring viel zu 
enge um die Schallquelle legen. So muf denn anerkannt werden, 
da auch die Theorie, welche einen Gang der Schallstrahlen des 
Aufenbereiches durch die Stratosphäre annimmt, nicht haltbar ist, 
wenn man ihr die von dem Bornesche Form gibt. — Wie mag 
sich nun das Rätsel lôsen? Ich glaube zeigen zu kônnen, daB die 
vorliegenden Beobachtungen den Weg sehr deutlich erkennen lassen. 
Nach von dem Borne sollen die Wellen des AuBenbereiches in 
ihrem Scheitel zu bedeutenden Hôhen gelangen. Im Falle Jüter- 
bog-Gôttingen (215 km) wird die Scheitelhôhe auf etwa 58 km be- 
rechnet, im Falle Munsterlager-Gôttingen (157 km) auf etwa 61 km. 
Da nun die Wellen erheblich schneller ankommen als die Theorie 
vorsieht, künnen wir erwarten, daB der Umweg erheblich geringer 
ist, da also die Strahlen weniger hoch heraufgehen. Eben darum 
nahm ich 1924 hôheren Gehalt an Wasserstoff an. G. Angen- 
heister (1) schätzt die Scheitelhôhe jenes Schallstrahles, der in 
245 km herabkommt, auf 37 km, indem er den Strahl für die 
Näherungsrechnung aus 3 Kreisbôgen zusammensetzt. Wir werden 
érkennen, daf diese Abschätzung recht gut unseren weiteren 
Untersuchungen entspricht. — Es ist nun zunächst erforderlich, 
der mathematischen Theorie der Schallausbreitung die Aufmerk- 
samkeit zuzuwenden. 


$ 3 Mathematisches über die Schallausbreitung; 
Grundsätzliches!') Für die ,Strahlgleichung“, das heifit 
für die Gleichung, welche die Form der Strahlen bestimmt, kônnen 
wir genau wie bei der Erdseismik die Beziehung 


(D) v/r cos e — const — v/r 


annehmen. e bedeutet die Neigung des Strahles (der Wellennor- 
malen) gegen die Horizontale an einer beliebigen Stelle des Strahles, 
v die dort herrschende Schallgeschwindigkeit, 7 den Abstand vom 
Erdmittelpunkt. v und 7 sind die Werte von v und r im Scheitel- 
punkt des Strables, wo er wieder zur Erde umkehrt und also 
e—0, cose = 1 ist. Da für die Schallausbreitung im Folgenden 
nur Hôhen in Betracht kommen, die gegenüber dem Erdradius 
klein sind, ist es vüllig erlaubt, die Variation von r aufer Acht 


1) Wer für die mathematische Theorie kein Interesse hegt, wird diesen und 
den nächsten Paragraphen überschlagen künnen. 
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zu lassen, also statt (I) zu schreiben 
(IT) v/cos e — const — v. 


Die Scheitelgeschwindigkeit jedes Strahles, der zur Erde kommt, 
ist nach (IT) gleich oder grôfer als die Schallgeschwindigkeit am 
Erdboden. Unter ,Laufgeschwindigkeit“ des Schalles an 
irgend einer Stelle des Erdbodens will ich die Geschwindigkeit 
verstehen, mit welcher die Schallwellen dort über den Erdboden 
hinlaufen. Sie werde mit V, bezeichnet. Da wir annehmen dürfen, 
da der Strahl auf der Wellenfläche senkrecht steht, folgt durch 
eine einfache Überlegung hier genau so wie in der Erdseismik die 
Beziehung 


(II) VA UT) CORP EU 


v, und e, bezeichnen die Schallgeschwindigkeit am Erdboden und 
die Neigung, mit welcher an der Stelle, auf welche V, sich be- 
zieht, die Strahlen zur Erde kommen. Wir erkennen, daf an 
jeder Stelle durch die Laufgeschwindigkeit die Schei- 
telgeschwindigkeit jenes Strahles angegeben wird, 
der dort zur Erde kommt. (Von diesem Satz hat G. Angen- 
heister in der genannten Arbeit (1) Gebrauch gemacht). Gemäf 
(IT) mu die Laufgeschwindigkeit des Schalles über 
den Erdboden hin gleich oder grôfer sein, als die 
Schallgeschwindigkeit am Erdboden. 

Das Auftreten des anormalen Bereiches der Hôrbarkeit beweist 
nach (II), daf in den Hôhen der Stratosphäre, durch welche nach 
unseren früheren Überlegungen die zur Erde kommenden Wellen 
gehen müssen, die Schallgeschwindigkeit mindestens die Schallge- 
schwindigkeit am Erdboden erreicht. Da an der Grenze zwischen 
Troposphäre und Stratosphäre die Temperatur um 60 und mehr 
Grad tiefer liegt als an der Erdoberfläche und entsprechend dort 
die Schallgeschwindigkeit bedeutend geringer ist als bei uns unten, 
folgt, daB in der Stratosphäre die Schallgeschwindigkeiït in jenen 
Hôhen sehr stark ansteigen muB, die von den Schallwellen des 
anormalen Bereiches durchlaufen werden. l 

$ 4 Mathematisches über die Schallausbreitung; 
besondere Fälle. Im Allgemeinen wird, wenn die Schallge- 
schwindigkeit v als Funktion der Hôhe, also von r, vorgegeben 
ist, die Berechnung der Strahlbahn und der Laufzeit mittels rech- 
nerischer Quadratur erfolgen müssen. Bei gewissen Beziehungen 
zwischen v und 7 lassen sich geschlossene mathematische Formeln 
ergeben. Zwei dieser Fälle scheinen besonders wichtig, nämlich 
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wenn %, oder v lineare Funktionen von r oder k sind, wobei 

h — r—7r, die Hôühe über der Horizontalfläche (u) ist, welche uns 

als Ausgangsfläche gilt. 7, und v, sind die zu (u) gehürigen Werte. 
a) &” lineare Funktion von Wir setzen hier 


(EV) Cf RU (1 _— 


Darin bedeutet H, die Hühe über der Horizontalfläche (u), in welcher 
v gemäf der angenommenen Beziehung auf Null herabsinken würde. 
Für die Troposphäre ist (IV) erfüllt, wenn wir annehmen, die 
Temperatur sinke linear mit der Hühe, und wenn wir auf die 
Anderung des Wasserdampfgehalts nicht achten, denn es ist dann v° 
proportional mit der absoluten Temperatur. H, bedeutet in diesem 
Falle die Hôhe, in welcher die Temperatur gemäf (IV) auf den 
absoluten Nullpunkt sinken würde. Für Überschlagsrechnungen 
erscheint die Formel IV gut brauchbar, sie ergibt durch einfache 
Rechnungen : 


E, < : 
| bo TR: (e, —e,+(sine,cose, —sine, cos e,)), 
(V) w 
2H, 
PS fn 
v,cose, 


l'ist hier der horizontale Weg, das heifit die Projektion der Bahn 
auf die Horizontalfläche (w) des Strahles zwischen den Horizontal- 
flächen («) und (0), # die zugehôrige Laufzeit. (IV) und (Il) er- 
geben dabei 


h Ÿ 
VI AU LUE Are Es sAoe, 
(VI) Un — (1 H } COS, — COS e, : 


w 


H, darf in den Formeln auch als negativ angenommen werden. 
Dann bedeutet — H, die Hühe, in der #* nach der Formel (IV) 
sich verdoppelt. — 

b) v lineare Funktion von # Wir setzen hier: 


(VIT) prive (1 n a) 


H,, hat analoge Bedeutung wie vorhin; wiederum darf H, als po- 
sitiv oder negativ angenommen werden. (Geht man zu einer an- 
deren Horizontalfläche (o) über, so findet man 

(VIII) v/H, = at v,| A, 


(VIT) hat zur Folge, daf die Schallstrahlen bei der hier in Betracht 
kommenden Genauigkeit als Kreise gelten dürfen. Es gilt nämlich 
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für die Strahlen der Erd- und Luftseismik 


1 v 
(IX) 9 — + Co € “ôvjor ! 

wenn @ den Krümmungsradius bedeutet. Die für die Luftseismik 
genügend genaue Strahlgleichung (11) führt bei Annahme VII für 
jeden einzelnen Strahl zu der Folgerung 9 — H,fcose, — const, 
die Strahlen erhalten also die Gestalt von Kreisen. VII und II 
ergeben durch einfache Rechnungen 


sine,—sine, 
cose, 


1, 90° —e° 90° — € 
| == (le cte 9 — lg cte — 9 +}. 


| LEE, — H,tge,— H,tge,, 


(À) 


Bedeuten Z, und 7, Weg und Laufzeit vom Ausgang bis zur 
Wiederkehr des Strahles zur Horizontalfläche (w), so ist nach (X), 
wo dann €, — —e, zu setzen ist: 


en L, — 2H,tge,, T, — 22 1e cte se 


L,/T, werden wir später die ,mittlere Laufgeschwindigkeit“ nennen. 


$ 5. Das Beobachtungsmaterial. Die Beobachtungen 
der Laufzeiten des Schalles bei vorbereiteten Sprengungen sind in 
der zitierten Arbeit (1) von G. Angenheister zusammengestellt. 
Ich gebe seine Tabelle 2 (Seite 321) in vollem Umfang vwieder. 
Von mir rühren nur ein paar kleine Korrektionen der Zahlwerte 
dieser Geschwindigkeit. Eschwege ist Gôttinger Aufenstation. Die 
Beobachtungen in Teplitz und Aukig sind durch G. Angenheister 
veranlafit worden. ($S. Tabelle 1 auf nächster Seite.) 

L,{T, stellt die ,mittlere Laufgeschwindigkeit“ dar. — Die 
Tabelle lehrt eindrucksvoll, daf die mittlere Laufgeschwindigkeit 
L,JT, wenig variiert: Die Grenzen 280 m/sec und 300 m/sec wer: 
den nur hin und wieder überschritten. — Nach der Theorie soll 
die Laufgeschwindigkeit V, -der Wellen über den Erdboden hin 
grôBer sein als die Schallweschwindigkeit v, jam Erdboden (/, 
= v,lcose,); so ist für jede einzelne Sprengung zu erwarten, daf die 
mittlere Laufgeschwindigkeit mit der Entfernung wächst. Das trifft 
_ im groBen und ganzen zu. Bei den Sprengungen im Munsterlager 
am 14. I. 1925 zum Beispiel gehôren zu den Entfernungen 157, 
197, 214 km die mittleren Laufgeschwindigkeiten 293, 297, 304 m/sec. 
Aber man findet auch beträchtliche Schwankungen. Für die Gruppe 
von Stationen in ca. 90° Azimut bei der Sprengung La Courtine 
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Tabelle 1. 


Laufzeiten der anormalen Schallausbreitung. 
(Nach G. Angenheïister.) 


Lu Azimut der 

72 Station v. 

Beobachtet Harddistsnz  Laufzeit uw Sprongherd 
Sprengort Datum in Lu in km 7% in sec in m/sec aus 
{ 217.3 773 281 3260 
220 773 285 313 
241 838 289 242 
une 249.5 865 288.5 275 

Cor : 5 9 
tine 15. V. 1924 cr he 292 He 
160 579 276 105 
198 659 300.5 90 
205.5 697 295 50 
{ 207.5 718 289 72 
162.2 614.4 264 265 
202 735 275 172 
214 769 278 194 
La Cour- 239.4 832.4 288 250 
tine 93. V. 1924 248 857.4 289 277 
248 889 279 198 
416 1561 266 36 
(Hamburg 1040 3915 266 35 
14. I. 1925 Güttingen 156.6 535 293 183 
14. I. 1925 Eschwege 196.8 662 297 182 
To 15. I. 1925 * 196.8 678 292 182 
8 14. I. 1925 Potsdam 214 703 304.5. 109 
15. I. 1925 , 214 728? 294 109 
à 24.VI1.1924 Gôttingen 215 729 295 257 
Jüterbog { 8.V. 1923 Hamburg 275 936 295 309 
Graven- Teplitz 170 610 279 54 
wôhr  26.II. 1925 | Gotingen 246.7 860 287 325 
{Potsdam 310 1023 303 21 
4. XIL.1924 Aubig 160 560 286 157 
Jüterbog NX 192be ES 160 573 279 157 
9. X.1925 Brocken 170 580 295 CU 
sicher 


am 15. V. 1924 zum Beiïspiel wérden zu den Entfernungen 160, 
198, 205, 207 km die mittleren Laufzeiten 276, 300, 295, 289 be- 
rechnet! Noch grôüfier scheinen die Schwankungen, wenn die Be- 
obachtungen verschiedener Tage verglichen werden. Es sind für 
die Unregelmäfigkeiten wohl nicht nur der Wechsel der Tempe- 
ratur- und Wind-Verhältnisse verantwortlich, sondern auch der 
Umstand, daf die ankommenden Schallwellen ôfters einen Bereich 
von mehr als 20 Sekunden umfassen und in diesem einzelne Stellen 
sich kräftig herausheben. So môügen recht wohl verschiedene Sta- 
tionen ihren Apparaten gemäf verschiedene Stellen als Einsatz 


LA 
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betrachtet haben. Für unsere theoretischen Erwägungen stehen 
wir hier vorläufig vor einem schweren Hemmnis, wir müssen uns 
mit wenig erfreulichen Unsicherheiten abfinden. Das zeigt sich 
sofort, wenn nach den Beobachtungswerten von V, gefragt wird. 
Die Sprengungen im Munsterlager am 14. I. 1925 ergeben nach 
der Tabelle für die Entfernungsdifferenz 214—156,6 — 57,4 km 
die Laufzeitdifferenz 703—535 — 168 sec also eine Laufgeschwin- 
digkeit W, — 57,4/168 — 341 mjsec. Die Temperatur am Boden 
lag in der Nähe von 0° C entsprechend v, — ca. 381. Hiernach 
wäre V, um rund 3° hôher als v, Für die Sprengung La Cour- 
tine vom 15. V. 1924 gibt die erste Gruppe von Beobachtungen, 
wenn man eine Zeichnung zu Hilfe nimmt und so alle Beobach- 
achtungen berücksichtigt, V, — ca. 331 m/sec. Andererseits wird 
v, zu 342—343 m/sec angegeben (Angenheister (1), Seite 321, 
Tabelle 1): Hier zeigt also V, einen nach der Theorie unmôglichen, 
einen zu kleinen Wert! Aber freilich liegen die Beobachtungen 
in solcher Unregelmäfigkeit, daB ein Wert V, in der Nähe von 
342—343 noch denkbar scheint. Bei den anderen Beobachtungs- 
gruppen unserer Tabelle ist die Unsicherheiït noch grôfer. Wollten 
wir demgemäf versuchsweise annehmen, V, sei bis rund 4°/o grôfer 
als v,, was eine Neigung e, bis rund 16° bedeuten würde, so wären 
V, und e, nach den bisher vorliegenden Beobachtungen wohl 
schon hoch geschätzt worden. — So unsicher alles dieses ist, im 
ganzen erkennen wir doch das wichtige Resultat, daf die Lauf- 
geschwindigkeit V, in der Nähe der Schallgeschwin- 
digkeit v, liegt und also e, klein ist. Nach $ 3 übertrifft 
hiernach die Geschwindigkeit des Schalles in der Scheitelhôhe der 
Strahlen die Geschwindigkeit am Boden nur wenig. 

$6. Versuche der Konstruktion der Strahlen. Soll 
nun der Versuch gemacht werden, die Beobachtungsergebnisse über 
die anormale Schallausbreitung zur Erforschung der oberen Luft- 
schichten zu verwerten, so empfehlt es sich, die Annahmen über die 
Beschaffenheit so lange zu variieren, bis die berechneten Strahlen die 
beobachteten Erscheinungen in den wesentlichen Zügen richtig wieder- 
geben. Ich vermied es vorläufg, die direkte Methode — üfters ,Her- 
glotz-Wiechert’sche Methode“ genannt — anzuwenden, welche unter 
Verwertung des ,Abel’schen Integralsatzes“ in der Erdseismik üb- 
lich ist; da unsere Kenntnis der Erscheinungen unsicher ist und 
die innere Begrenzung des Grebietes der ,anormalen Hôrbarkeit* 
eine Lücke gibt, wäre ein versuchsweises Anpassen der Annahmen 
doch nicht zu vermeiden gewesen. Es genügt vorläufg, eine Skizze 
in derben Strichen zu zeichnen. — So wird man sich denn die At- 
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mosphäre in einzelnen Schichten mit Eigenschaften zerteilt denken 
kônnen, welche die Rechenarbeïit vereinfachen. Die Strahlen wer- 
den aus Stücken verschiedener Art zusammengesetzt erscheinen, 
aus Stücken, die geradlinig sind, oder den Fällen a) und b) des 
$ 4 entsprechen. Auch Knicke an den Verbindungsstellen der 
Stücke sind zuzulassen; ihnen entsprechen Übergangsschichten der 
Luft-Beschaffenheit, die dünn gedacht werden, oder sie fassen die 
Ânderung der Beschaffenheit eines grüferen Hühenbereiches zur 
Vereinfachung der Rechnung zusammen. — Mathematisch ge- 
sprochen bedeutet unsere Methode der Strahlbehandlung eine rech- 
nerische Quadratur, bei der die Annäherung den Umständen ent- 
sprechend nicht sehr weitgetrieben wird. — ‘Für den Bereich der 
Troposphäre verwendete ich den Fall a) des $ 4, denn dieser ent- 
spricht nahezu der hier passend scheinenden Annahme einer nach 
oben hin linear abnehmenden Temperatur. Ich setzte das Tempe- 
raturgefälle — 6°/km und nahm für die Bodentemperatur 9° C 
— 282 abs. an, sodaB in der Formel (1V) wenn bei Vernachlässi- 
gung des Einflusses der Feuchtigkeit * proportional der Tempe- 
ratur gesetzt wird, sich ergibt: 1, — 282/6 — 47 km. Als Hôhe 
der Troposphäre wählte ich die Werte 10 und 11 km. Der Unter- 
schied der Rechnungsergebnisse ist so gering, daf an dieser Stelle 
nur der Fall 11 km berücksichtigt werden soll. Dann wird als 
Temperatur an der Grenze von Troposphäre und Stratosphäre 
282 — 6 < 11 — 216°absolut angenommen. Als Schallgeschwindigkeit 
am Boden kann der Annahme 9° C entsprechend, v, — 337 m/sec 
gelten; für die Geschwindigkeit an der Grenze zwischen Troposphäre 
und Stratosphäre ergibt sich v — 337 V (216/282) — 295 m/sec. 

Erster Versuch; in der Stratosphäre Kreisbahnen. 
Hier wird angenommen, es finde in der Stratosphäre von unten 
auf, beginnend mit dem eben errechneten Wert v — 295 m/sec, 
eine lineare Zunahme der Geschwindigkeit des Schalles statt, so- 
daf der Fall b) des $ 4 zutrifft und die Bahnen der Strahlen 
kreisfôrmig werden. Eine Konstante der Rechnung ist wahlfrei, 
nämlich Æ, in der Formel (XI) Wird H, — 75 km gesetzt, so 
ergibt die Rechnung für die Erdoberfläche bei den in der ersten 
Reïhe angenommenen Werten der Neigung: 


Tabelle 2. 
In der Stratosphäre Kreisbahnen. 
eu 0 6 10 15 20 25 300 


Lite 110luh A6 ADAM De HAT 162»: 160 km 
T0 Qu A0 AS TTT es HS). 4 517 sec 

LT, = 309 307 306 305 305 307 310 kmsec. 
Es zeigt sich hier der Wirklichkeit entsprechend eine innere 
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Grenze der anormalen Hôrbarkeit und diese liegt bei der ge- 
troffenen Festsetzung von H, an passend scheinender Stelle (ca. 
145 km). Wir wollen bemerken, daf die innere Grenze genau wie 
bei der Theorie von von dem Borne als ,Brennlinie“ entsteht. 
In einem gewissen Gebiet jenseits der Brennlinie kommen zwei 


Wellen nacheinander zur Erde, deren Strahlbahnen durcheinander 
durchgegangen sind. — Die Reiïhe für = läft erkennen, daf die 
mittlere Laufgeschwindigkeit zu gro$ und also die Laufzeit zu 
klein wird. Unsere Annahme der Kreisbahnen in der Stratosphäre 
genügt also nicht. 

Zweiter Versuch: in der Stratosphäre gerad- 
linige Bahnen. Der Erfolg des ersten Versuches lehrt, daf 
den Strahlen durch die Rechnungen grôfere Laufzeiten gegeben 
werden müssen. Hierzu ist nôtig, das Anwachsen der Geschwin- 
digkeit nach oben hin nicht gleich im Beginn der Stratosphäre in 
starkem Betrage anzunehmen. Dann nämlich werden die Strahlen 
mit der anfänglichen kleinen Geschwindigkeit und der starken 
Neigung grôBere Strecken zu durchlaufen haben. Hieran denkend 
gehen wir bei dem zweiten Versuch ins Extrem und nehmen bis 
zum Gipfel der Strahlen gleichbleibende Geschwindigkeit und also 
geradlinigen Gang an. Um im Gripfel die Umkehr der Strahlen 
zu erreichen, ist hier in der Stratosphäre eine ,Sprungschicht“ 
anzunehmen, in welcher die Geschwindigkeit sehr schnell wächst. 
Da der Anschein einer scharfen Reflexion, eines Knickes, entstehen 
soll, muB ein so schnelles Anwachsen vorausgesetzt werden, daf 
die Dicke des Hühenbereiches vernachlässigt werden kann, in 
welcher jene über die Bodengeschwindigkeit v, hinausgehenden 
Geschwindigkeiten erreicht werden, welche die Strahlen zur Erde 
zurücklenken. Wiederum ist hier nur eine Konstante der Rechnung 
wabhlfrei: die Hôhenlage der Sprungschicht. Ich wählte 50 km 
gerechnet vom Erdboden ab. Es ergeben sich die Zahlen der 


folgenden Tabelle : 
Tabelle 3. 


In der Stratosphäre eine Sprungschicht in 50 km Hôhe; 
geradlinige Bahnen. | 
6 10 15 20 25 30° 


Eu — 0 

T==0228 207 193 174 156 138 122 km 

T1}, =—=°828 766 724 669 617 569 526 sec 
DT N2 16 270 267 260 252 242 231 m/sec 


Ganz im Gegensatz zu dem ersten Versuch zeigt sich eine be- 
stimmte äufBere Grenze der Hôrbarkeit, aber keine bestimmte 
innere. Hier sind wir zu einem für die weiteren Uberlegungen 
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grundlegenden Umstand gekommen. Wir müssen bedenken, daf 
die innere Grenze in unserer Darstellung fehlt, weil angenommen 
wurde, in der Sprungschicht sei jede beliebig hohe Geschwindigkeit 
zu finden, sodaf jeder, noch so steile Strahl zurückgewendet wird: 
Dies ist offenbar nicht den wirklichen Verhältnissen angepañt. 
Wenn wir demgemäB voraussetzen, daB die Sprungschicht die 
Geschwindigkeit von jenem Wert, der in dem unteren Teil der 
Stratosphäre herrscht, nur bis zu einem gewissen Grenzwert 
hinaufhebt, so erhalten wir eine innere Grenze der Hôürbarkeit. 
Ist v die obere Grenze der Geschwindigkeit in der Sprungschicht, 
so wird nun nach Satz III die Neigung e, des inneren Grenzstrahles 
.der anormalen Hôrbarkeit durch v,/cos e, — V, — v bestimmt. Da 
V,, erfahrungsmäfig nahe bei v, liegt, ist zu schliefen, daf die 
Sprungschicht nur zu einer Geschwindigkeit führt, welche die 
Geschwindigkeit des Schalles am Boden wenig übertrifft. Wird 
im Hinblick auf die Tabelle 3 der Grenzwert e, — 20° angenommen, 
entsprechend v — v,.1,064, so würde die innere Grenze der Hür- 
barkeit bei 156 km zu liegen kommen. — Strahlen, die steiler 
hinaufsehen als der Grenzstrahl, durchdringen die Sprungschicht 
und laufen in die obere Stratosphäre hinein. — Die Frage der 
äuBeren Begrenzung des Bereiches der anormalen Hôrbarkeit soll 
zunächst noch zurückgestellt werden. 

Richten wir nun die Aufmerksamkeit auf die mittlere Lauf- 
geschwindigkeit L,/T,, so zeigt die Tabelle 3, daB unser zweiter 
Versuch sie — im Gegensatz zum ersten Versuch — zu klein er- 
gibt. Die Laufzeiten 7, sind also zu grof. Wir erkennen, daB 
die extreme Annahme des zweiten Versuches über das Ziel hinaus- 
geführt hat — was ja wohl von vornherein zu erwarten war. 

Dritter Versuch; Übergangsschicht mit kreis- 
fôrmigen Strahlbahnen. So ist denn klar, wie unsere Über- 
legungen zu verbessern sind: Statt einer unmerklich dünnen 
Sprungschicht, wie beim zweiten Versuch, muB ein grüBerer Be- 
reich wachsender Geschwindigkeit angenommen werden, die in 
emiger Hôhe über der Troposphäre beginnt. Mit anderen Worten: 
an die Stelle der Sprungschicht nicht merklicher Dicke mu eine 
ausgedehnte ,Übergangsschicht‘ treten. So versuchen wir denn 
eine Besserung durch Annahme einer Übergangsschicht mit linear 
wachsender Geschwindigkeit. Dann ist Fall b) des $ 4 zutreffend, 
die Strahlen erscheinen merklich als Kreisbôgen. Ich legte die 
untere Grenze der Übergangsschicht in 35 km über dem Erdboden, 
lief die obere Grenze zunächst unbestimmt und setzte in der 
. Formel (XT) H = 75/2 — 37/2 km. Dann folgt 
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Tabelle 4. 


In der Stratosphäre Übergangsschicht mit kreisfôrmigen 
Bahnen, beginnend in 35 km Hôhe über dem Erdboden. 

ee — 0 6 10 15° 190 - og: liage 
Lyt="246 197 186 174 164 156 151 km 
DR=MES 697 665 630 603 581 658 sec 

L/T.= "286 283 280 276 272 269 266 m/sec. 
Wird die obere Grenze der Übergangsschicht so gelegt, daB die 
unter 25° vom Erdboden ausgehenden Strahlen gerade noch zu- 
rückgelenkt werden, so entsteht ein innerer Rand anormaler Hôr- 
barkeit bei 156 km. — Die Werte der mittleren Laufgeschwindig- 
keit Z,/T, sind etwas niedrig, aber noch im Bereich der Beob- 
achtungen. Es ist klar, daf wir uns der Wirklichkeit einigermafen 
angenähert haben, aber der Erfolg befriedigt noch nicht. Er läft 
sich auch durch Wahl einer anderen Hühenlage für die Übergangs- 
schicht und einer anderen Krümmung der Strahlen in dieser nicht 
wesentlich verbessern. Hiernach entspricht eine Übergangsschicht 
mit gleichmäfig sich ändernder Beschaffenheit von seiner unteren 
bis zur oberen Grenze nicht der Wirklichkeit. 

Vierter Versuch: zwei Sprungschichten. Dies be- 
denkend und auch im Hinblick auf den zweiten Versuch wählte 
ich als Übergangsschicht in einfachster Annahme zwei getrennte 
Sprungschichten nicht merklicher Dicke, von denen die untere die 
in Betracht kommenden Strahlen nur ablenkt, die obere aber die 
Strahlen zurückwirft. Dann werden die Strahlen in der Strato- 
sphäre zu gebrochenen geraden Linien mit Knicken an den Sprung- 
schichten. 

Für die Rechnung wurde die brechende Sprungschicht in 
30 km, die reflektierende Sprungschicht in 38 km Hôhe über dem 
Erdboden gelest und der brechenden Sprungschicht eine solche 
Hebung der Greschwindigkeit zugeschrieben, daf ein streifend vom 
Erdboden ausgehender Strahl nach Durchsetzen der Schicht die 
Neigung e — 10° erhält. Die Schallgeschwindigkeit oberhalb der 
brechenden Sprungschicht wird dann v — v,.cos 10° = , . 0,985 
und die Rechnung ergibt: 

Tabelle 5. 

In der Stratosphäre zwei Sprungschichten, eine in 30, die 

andere in 38 km Hôhe; geradlinige, gebrochene Strahlen. 
0 6 10 15 20 25 30° 


| 


€ (2 


=): Ÿ 215 189 160 137 118 101 km 
T, —= 826 730 654 572 506 453 410 sec 
TMPR==0299 294 288 280 271 260 247 m/sec. 
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Nimmt man für die obere Sprungschicht wieder eine begrenzte 
Steigerung der Geschwindigkeit an, und zwar so, da etwa e, — 17° 
die Grenzneigung wird, und darum die innere Grenze der anor- 
malen Hôrbarkeit etwa bei 150 km zu liegen kommt, und beachtet, 
daB für die mittlere Laufgeschwindigkeit ZL,/7, dann Werte von 
277—299 m/sec folgen, so wird zugegeben werden müssen, daf 
unser vierter Versuch zu einer erstaunlich guten Darstellung der 
Beobachtungen führt. Wir sind nun offenbar in der Hauptsache 
nicht mehr weit von der Wirklichkeït. 

$ 7. SchluBfolgerungen über die Beschaffenheit 
der Stratosphäre. Der Miferfolg der beiden ersten Versuche 
des vorigen Paragraphen, der wenig befriedigende Erfolg des 
dritten und der gute Erfolg des vierten Versuches deuten auf 
folgende Beschaffenheit der Stratosphäre, wenn die anormale Hür- 
barkeit sich einstellt: In dem unteren Teil, bis etwa 30 km, wobei 
diese Zahl nur als rohe Annäherung gelten darf, ist die Geschwin- 
digkeit des Schalles ziemlich gleichbleibend. Dann beginnt ein 
starkes Ansteigen der Geschwindigkeit, das bis etwas über den 
Wert der Greschwindigkeit am Erdboden führt. 

Von dem Windeinfluf wird bei dieser Darstellung abgesehen. 
Jetzt ist zur Vervollständigung anzumerken, daB der Wind die 
anormale Hürbarkeit schon zustande bringen kann, wenn die 
Schallgeschwindigkeit v, am Erdboden oben noch nicht erreicht 
wird, und dafi er umgekehrt die anormale Hôrbarkeit in Fällen 
verhindern kann, wo oben die Geschwindigkeit v, überschritten 
wird. — Die Übergangsschicht scheint nicht eine Schicht mit 
gleichmäfig von unten nach oben zunehmender Geschwindigkeit 
darzustellen. Man kommt der Wahrheit in den bisher beob- 
achteten Fällen schon näher, wenn man — von einer anderen 
Seite ausgehend — annimmt, die Geschwindigkeitszunahme nach 
oben hin erfolge schrittweise in verhältnismäfig dünnen Schichten. 

Geht man in dem Bereiche der anormalen Hôrbarkeit nach 
innen, so wächst nach der Theorie die Neigung der Strahlen, doch 
wird die Neigung, wie es scheint, nicht groB; vielleicht werden in 
der Regel nicht einmal 20° erreicht. Die innere Grenze der 
anormalen Hôrbarkeit wird durch jenen Strabl gegeben, dessen Nei- 
gung gerade noch nicht groB genug ist, um die Übergangsschicht 
— bezüglich die obere Sprungschicht — daran zu hindern, ibn zur 
Erde zurückzulenken. Eine äuBere Grenze der anormalen 
Hôrbarkeit wird durch den Strahl geboten, der streifend den 
Erdboden verläft und wieder zu ihm zurückkehrt. 
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Wenn man diese Bemerkungen überdenkt, wird man fast mit 
Zwang zu wichtigen Erweiterungen angeregt. Die Strahlen zu 
hoher Neigung, welche durch die Übergangsschicht (bezüglich 
durch die Sprungschichten) nicht zurückgelenkt werden, laufen 
weiter in die Stratosphäre hinauf. Sollte die Geschwindigkeit 
auch über der Übergangsschicht noch weiter ansteigen, stetig oder 
beim Durchschreiten einer hôher gelegenen Sprungschicht, so wird 
ein Teil der Strahlen, der durch die bisher beachtete Übergangs- 
schicht hindurchgegangen ist, und hier stark abgelenkt wurde, 
doch zur Erde zurückkehren. Wo dieses stattfindet, hängt von 
der Schichtung der Stratosphäre ab. Es bietet sich so eine natür- 
lich scheinende Erklärung dafür dar, da üfters bei Explosionen 
in den Wellen der anormalen Hôrbarkeit zwei oder mehrere scharf 
ausgeprägte Einsätze aufeinander folgen. Für die innere Grenze 
des Gebietes der anormalen Hôrbarkeit kann sich dabei ähnlich 
wie bei dem ersten Versuch und bei der von dem Borneschen 
Theorie eine Brennlinie ergeben. Bei den Sprengungen in Jüter- 
bog am 8. V. 1923 folgten, wie A. Wegener berichtet (2), in 
Hamburg zwei Wellen einander in 15 Sekunden Abstand. Bei 
den Sprengungen im Munsterlager am 14. I. 1925 hoben sich 
im ,Bebenbild“ der Lufterschütterungen in Gôttingen besonders 
zwei Schwingungsgruppen im Abstand von 14 Sekunden heraus, 
in Eschwege ergab sich ein Abstand von 4 Sekunden. 

Wollen wir zu einer ganz allgemeinen Darstellung der Er- 
scheinung übergehen, so werden wir sagen müssen, daB aus den 
Beobachtungen der anormalen Hôrbarkeit auf eine mehr oder 
weviger komplizierte Schichtung der Stratosphäre in einiger Hôhe 
über ihrem unteren. Beginn, etwa von 30 km Erdhôhe ab, zu 
schlieBen ist, und daf von dieser Schichtung die Gestaltung des 
Gebietes der anormalen Hôrbarkeit abhängt. — Môglich wäre es, 
da8 Strahlen, welche durch die unteren Unregelmäfigkeiten hin- 
durchgelangt sind, in der von von dem Borne angenommenen 
Weise eine Rückkehr zur Erde finden. 

In Bezug auf die äufere Begrenzung des Gebietes ist dreier- 
lei anzumerken. Erstens ist zu beachten, da bei den streifend 
die Erde verlassenden und zu ihr zurückkehrenden Strahlen, in 
welchen wir bisher die äufere Begrenzung sahen, die Beugung 
besonders stark zur Geltung kommen wird. Zweitens ist za be- 
denken, daf jeder zur Erde zurückkehrende Strahl an der Erd- 
oberfläche je nach den Geländeverhältnissen mehr oder weniger 
regelmäfig reflektiert wird. Schon in meiner ersten Verôffent- 
lichung (7) über die Schallausbreitung habe ich hierauf hingewiesen. 
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Infolge der Bodenreflektionen kann der Schall zu weiten Ent- 
fernungen gelangen. Daf der Krakatau-Ausbruch am 27. und 
28. August 1883 bis in Entfernungen von 3000 bis 4000 km direkt 
mit dem Ohr gehôrt wurde (2), erklärt sich vielleicht so. Drittens 
kônnten auch die vorhin als môglich erkannten steiler aufstei- 
genden Strahlen den Bereich nach aufen sehr erweitern. 

Ein bedeutsamer Fall der Prüfung unserer Überlegungen wird 
durch die Explosion des Meteoritenfalles von Treysa am 8. April 
1916 geboten, über welchen A. Wegener (2) berichtet. Der 
»Hemmungspunkt“ lag hier in 16 km Hôhe, also in dem Bereich 
der Stratosphäre, der noch unter dem Gebiet der Unregelmäfig- 
keiten liegt. — Hier wird die äufere Begrenzung der ,normalen“ 
Hôrbarkeit durch jenen Strahl geboten, der streifend zur Erde 
kommt. Nach der Rechnung gibt das, gerechnet von dem Punkt, 
über welchem das Meteor explodierte, eine Entfernung von 53 km. 
Für die innere Grenze der anormalen Hôrbarkeit fehlt hier gegen 
unsere früheren Rechnungen das Stück im Anfang des Strahles 
vom Erdboden bis zum Punkt der Explosion. Nach A. Wegener 
(11) liegt die innere Grenze der anormalen Hôrbarkeit im April 
etwas unterhalb 140 km vom Herd entfernt. Wird demgemäB 
Tabelle 5 mit der Annahme benutzt, die innere Grenze der anor- 
malen Hôrbarkeit liege für Herde am Erdboden bei 140 km, so 
bedeutet das fehlende Stück eine Verkürzung der Entfernung um 
ca. 80 km. Für das Meteor war also eine Lage des inneren Randes 
der anormalen Hôrbarkeit bei 140 — 30 — 110 km zu erwarten. 
A. Wegener gibt an, daf die Explosion in 95 und 120 km Ent- 
fernung gehôürt wurde. Bedenkt man alle die hier eingehenden 
Unsicherheïten, so erscheint das Ergebnis für die Theorie durch- 
aus günstig. 

$8 Weitere Erôrterungen. An die Theorie knüpfen 
sich zwei Fragen: Gibt es andere Anzeichen für die angenommenen 
Unregelmäfigkeiten in der Schichtung der Stratosphäre? — Wie 
sind diese Unregelmäfigkeiten physikalisch zu deuten? 

Es scheint, daf die erste Frage bejahend beantwortet werden 
kann. Bei meinem Vortrag am 20. XI. 1925 über die vorliegende 
Arbeit in der Gesellschaft der Wissenschaften wies Kollege Pro- 
fessor W. Meinardus auf eine Arbeit (8) von S. Kahlke aus 
dem Jahr 1921 hin. Wie dort dargelegt wird, kann aus Beobach- 
tungen der Zugrichtung von Kometenschweïifen geschlossen werden, 
daf auf der nôrdlichen Halbkugel zwischen 80 und 80 km Hôühe Ost- - 
winde vorherrschen, darüber Westwinde. Unterhalb 30km bis 
etwa 25 km hin ist durch die Meteorologie über Mitteleuropa die 


Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1925. Heft 1. 5 


66 E. Wiechert, 


Vorherrschaft westlicher Winde mit einer schwachen Nordkompo- 
nente nachgewiesen worden. Es liegt gewiB nahe zu vermuten, 
daf eben dieselben Unregelmäfigkeiten in der Schichtung der 
Stratosphäre, welche nach der Theorie die anormale Hôrbarkeit 
bewirken, sich durch den Wechsel der Windrichtung in ca. 30 km 
zu erkennen geben. Die Übereinstimmung in der Hôhenlage ist 
zweifellos sehr auffallend. — 

In Bezug auf die Frage nach der physikalischen Bedeutung 
der Unregelmäfigkeiten der Schichtung wird zunächst bemerkt 
werden müssen, daB es kaum môglich scheint, eine Ânderung in 
der Zusammensetzung der Luft als Erklärung heranzuziehen. In 
40 km Hôühe beträgt der Luftdruck noch etwa 11/2 mm Queck- 
silber. Wollten wir eine Beimengung von leichten Gasen, etwa 
Wasserstoff für die Erhôhung der Schallgeschwindigkeit verant- 
wortlich machen, so müfte der Beimengung mehr als /3 mm Druck 
zugeschrieben werden, was fast undenkbar ist. Wollte man gar, 
wie mir vorgeschlagen wurde, für die Beimischung ein hüheres 
Molekulargewicht annehmen, so wird die Sachlage noch seltsamer. 
Geht das Molekulargewicht über 13,2 hinaus, so müfte der Bei- 
mischung mehr als die Hälfte des gesamten Druckes zugeschrieben 
werden. — So scheint denn nur die Folgerung übrig zu bleiben, 
daf die Erhôhung der Schallgeschwindigkeit durch 
eine Erhôhung der Temperatur in der Stratosphäre 
nach oben hin verursacht werde. Da die Schallgeschwin- 
digkeit im Bereich der Umkehr der Strahlen jene am Erdboden 
etwas übertreffen soll, mu angenommen werden, daf die Tempe- 
ratur in der Übergangsschicht sich bis auf etwas über die Tempe- 
ratur am Erdboden erhôht. Weshalb das geschieht, bleibt aller- 
dings vorläufig ein Rätsel. — Wer an dem (“edanken einer hohen 
Temperatur in den Hôhen der Stratosphäre Anstof nimmt, wird 
beachten müssen, da die anormale Schallausbreitung nach Versagen 
der von dem Borneschen Erklärung sicher auf etwas uns Rätsel- 
haftes in dem Bau der Stratosphäre hinweist. Entweder muf eine 
überraschend hohe Temperatur oder eine noch merkwürdiger hoch 
erscheinende Beimischung eines leichteren Bestandteiles ange- 
nommen werden. — Erwähnenswert scheint, da F. A. Linde- 
mann und G. M. B. Dobson (9), die für die Endhôhe der 
Meteore und Sternschnuppen in 50 bis 60 km Hôhe ein Häufgkeits- 
minimum fanden, daraus folgern, daB dort ein Übergang aus einer 
-hôheren Temperatur von rund 300° abs., in die tiefere Temperatur 
der unteren Stratosphäre stattfinde. Das soll eine Verminderung 
der Verdampfung zur Folge haben. EF. J. W. Whipple (10) 
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machte 1923 darauf aufmerksam, daB die Vorstellung von Linde- 
mann und Dobson über eine hohe Temperatur in der oberen 
Atmosphäre die normale Hôrbarkeiït des Schalles erklären kônnte. 
Es zeigt sich jetzt, daB die anormale Hôrbarkeit zwar auf eine 
hühere Temperatur in oberen Schichten der Stratosphäre hinweist, 
daf aber der Übergang zu dieser hôheren Temperatur in bedeu- 
tend geringerer Hôhe über dem Erdboden gesucht werden mu, 
als nach den Überlegungen von Lindemann und Dobson. — 

Nach À. Wegener (11) wechselt die Lage der inneren Be- 
grenzung des Gebietes der anormalen Hôrbarkeiït sehr stark im 
Laufe des Jahres: von 110 km Herdabstand im Winter bis 190 km 
im Sommer. Dieser Umstand und die Erfahrung, daf die Ge- 
schwindigkeit an der oberen Grenze der Übergangsschicht nur 
wenig über die Geschwindigkeit am Erdboden hinausgeht, und also 
entsprechendes wohl für die Temperatur gilt, deuten, wie mir 
scheint, nachdrücklich auf eine meteorologische Entstehung der 
für die anormale Hôrbarkeit verantwortlichen Eigenart in der Be- 
schaffenheit der Stratosphäre. Dann künnte es wohl sein, daf in 
der Stratosphäre geradeso wie in der Troposphäre Sprungschichten 
der Beschaffenheit zu finden sind. Dieser Schluf würde bestehen 
bleiben, wenn man die Hypothese der Temperaturzunahme in der 
Stratosphäre durch die Hypothese der grôBer werdenden Bei- 
mischung eines leichteren Bestandteiles ersetzen wollte. Sollte 
vielleicht in den Hôhen der Stratosphäre auf der Nord- und der 
Süd-Halbkugel der Erde je ein zweiter Kreislauf der Luft statt- 
finden ? 

AbschlieBend habe ich noch zu berichten, daf A. Wegener 
in der zitierten soeben erschienenen schünen Arbeit (2) ebenso wie 
ich zu dem SchluB kommt, die von dem Bornesche Theorie 
reiche nicht aus, nachdem er ebenso wie ich sich dieser Theorie 
früher zuneigte. A. Wegener versucht eine Erklärung der anor- 
malen Hôrbarkeit in wesentlich anderer Richtung als ich; er nimmt 
an, daf bei den heftigen Lufthbewegungen der Explosion in Hühen, 
wo die Luft sehr viel dünner ist als unten, für die Schallbewe- 
gung sehr hohe relative Druckschwankungen und darum übernor- 
male Schallgeschwindigkeit sich einstellen. Es scheint mir, daf 
für die von mir entwickelte Theorie hieraus ein Einwand nicht 
abgeleitet werden kann. Wenn von den Schwankungen der Luft- 
zusammensetzung abgesehen wird, ist die Energie in der Volum- 
einbeit der Luft proportional mit 0 (p/p)°, wenn p die Druckschwan- 
kung, p den Luftdruck und 0 die Dichte bedeutet. Die durch die 
Flächeneinheit fortgepflanzte Energie, die , Energiestrômung“ ist, 

5 * 


63 E. Wiechert, 


wenn wir von der Variation der Schallgeschwindigkeit absehen, 
proportional mit der Volumenenergie. Nehmen wir Kugelwellen 
an, was für unsere Überschlagsrechnung genügt, so nimmt die 
Energiestrômung proportional mit 1}r* ab, wenn > den Abstand 
vom Explosionsherd bedeutet. So folgt denn bei wachsender Ent- 
fernung vom Herd: p/pv1/r Vo. Nun ist nach Messangen von 
F. Ritter (12) bei einer Explosion von 1000 kg Sprengstoff in 
1 km Entfernung »/p von der GrôBenordnung 1/50. In 45 km Hühe 
über dem Erdboden ist d etwa 1/1000 des Wertes an der Erdober- 
fläche. Für die Strahlen, welche direkt in die Hôhe gehen, ergibt 
sich so in 45 km Hühe p/p — ca. 30/50 .45 — 1/75. Hiernach 
scheinen selbst bei direktem Lauf der Strahlen nach oben hin bis 
45 km Hôühe die relativen Druckschwankungen nicht grof genug 
zu werden, um übernormale Schallgeschwindigkeit zu bewirken. 
Für die hier dargelegte Theorie, wo die Strahlen auf weiterem 
Wege herauf gehen, ist ein AnlaB für übernormale Geschwindig- 
keit noch weniger geboten. 


S9. Zusammenfassung. 


Die sogenannte anormale Hôrbarkeit des Schalles bei Explo- 
sionen verlangt die Annahme des Strahlenganges durch die Strato- 
sphäre. 

Nach den bisher vorliegenden Beobachtungen gelangen die 
herabkommenden Strahlen mit ziemlich geringer Neigung zum Erd- 
boden. 

Aus diesem Umstand und den béobachteten Laufzeiten ist zu 
folgern, daf in der Stratosphäre von unten auf die Schallge- 
schwindigkeit zunächst einigermafen gleich bleibt, dann von etwa 
80 km Hôhe ab ziemlich schnell zunimmt, etwa bis 40 km Hühe. 
Die Zunahme geht hier etwas über den Wert der Schallgeschwin- 
digkeit am Erdboden hinaus. — Die Zahlen 30 km und 40 km sind 
nur als erste Versuche der Schätzung anzusehen. Vielleicht gibt 
es in grüBerer Hüôhe weitere Ânderungen der Schallgeschwindigkeit. 

Die Zunahme der Geschwindigkeit erfolgt, wie es scheint, 
nicht gleichmäfig. Vielleicht findet sie in der Hauptsache in ver- 
hältnismäfig dünnen Schichten statt (,Sprungschichten“). 

Ob und wie eine anormale Hôrbarkeit auftritt, hängt von der 
jeweiligen Schichtung der Atmosphäre und den Windverhältnissen 
sowohl oben wie unten ab. 

Wahrscheinlich zeigt die Zunahme der Schallgeschwindigkeit 
ein Anwachsen der Temperatur nach oben hin an. In diesem Fall 
wäre zu schliefien, daB die Temperatur nach oben hin bis etwas 
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über die Bodentemperatur ansteigen kann. Sollten diese Hypo- 
thesen sich wider Erwarten als unrichtig erweisen, so wäre auf 
die Bermischang eines leichteren Bestandteiles der Luft zu schlieBen, 
die schon in etwa 40 km Hôhe über 25 Volamprozent binausgeht. 

Wie es scheint, wird die aus der anormalen Hôrbarkeit des 
Schalles gefolgerte Schichtung der Stratosphäre ebenfalls angezeigt 
durch die Gestaltung der Windverhältnisse in ikr, wie sie durch 
Ballonbecbachtungen und durch Beobachtungen der Trift von 
Meteoritenschweifen festsestellt wurden. 
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Über elektive Alkaloïidwirkungen an Modellen. 
(Nach Versuchen von G. 0. Laves.) 


Von 
W. Heubner. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Juli 1925. 


Viele Gifte, insonderheit Alkaloïide, zeichnen sich dadurch aus, 
daf sie an ausgewählten Elementen des Organismus starke 
Wirkungen bereits in kleinen Dosen ausüben, die die übrigen 
Funktionen vollkommen unberührt lassen. Dabei unterscheiden 
diese Gifte auch solche Grebilde, z. B. nervôser Art, mit Schärfe 
voneinander, die morphologisch keinerlei Differenzen erkennen 
lassen. Notwendigerweise muf man in chemischen Unterschieden 
die Ursache dafür suchen. Es ist nun bekannt, daf manche Zell- 
arten, die morphologisch und auch nach ihrer organisch-chemischen 
Zusammensetzung nur geringfügige Unterschiede aufweisen, in 
ihrem Gehalt an Mineralstoffen beträchtlich voneinander ab- 
weichen; dies gilt z. B. für die roten Blutzellen verschiedener 
Tierarten, die ein besonders günstiges Objekt für Untersuchungen 
an einer bestimmten, rein isolierten Zellart bieten. Man 
darf auf Grund der Erfahrungen, die die Analyse anderer, aus 
mehreren Zellarten gemischter Gewebe geliefert hat, die Vermutung 
hegen, da8 Unterschiede des Mineralbestandes bäufig mit Unter- 
schieden der besonderen Funktion der Einzelgebilde des Kôrpers 
verknüpft sind. Einige zufällige Beobachtungen veranlaften mich, 
die Frage bearbeïiten zu lassen, ob künstlich herbeigefübrte 
Unterschiede des Mineralbestandes im Stande seien, die Reaktion 
bestimmter Zellformen auf Gifte so zu verschieben, da sie für 
bestimmte Alkaloide empfindlicher würden als für andere. In 
der Tat bestätigte sich das in Versuchen von Herrn Laves!) für 
Blutkôrperchen des Rindes und die Reihe homologer Alkaloide 
Morphin, Codeïn und Aethylmorphin (,Dionin“). 


1) Vgl. Über Konservierung in vitro und elektive Giftempfndlichkeit roter 
Blutkôürperchen. Biochemische Zeitschrift 1925. 
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Es ist schon länger bekannt, da eine Abtrennung der roten 
Blutzellen von der natürlichen sie umgebenden Flüssigkeit unter 
»Nachwaschen“ mit einfachen Salzlôsungen eine Schädigung der . 
Zellen bedeutet, die an relativ frühem Zerfall der Zellen (Hämo- 
lyse), ebenso an gesteigerter Empfindlichkeit gegentiber hämolytisch 
wirkenden Giften erkennbar ist. Es ist ferner bekannt, da beim 
Waschen der Blutzellen mit sogenannten ,physiologischen“ Salz- 
lôsungen ein Austausch von Salzen oder Ionen zwischen Zell- 
inhalt und Umgebungsflüssigkeit erfolgt. Bei glücklicher Wabhl 
der Zusammensetzung der Waschflüssigkeit ist es jedoch môglich, 
die Schädigung der Blutzellen sehr zu vermindern. Dies konnte 
in Bestätigung älterer Angaben von Rous und Turner!) für 
eine Lôüsung mit 0,60 Natriumchlorid, 0,0066 °/o Kalium- und 
Calciumchlorid, 0,0082°/o Natriumbicarbonat und 3,05 / Rohrzucker 
an Rinderblutkôrperchen realisiert werden, die in dieser Lüsung 
ohne merkliche Ânderung ïihrer wesentlichsten Eigenschaften 
mehrere Wochen lang erhalten werden konnten. Âhnliche günstige 
Ergebnisse liefen sich auch erzielen, wenn statt der sonst üblichen 
Lôsung von Chlorid eine solche von Phosphat benutzt wurde, 
die durch zweckmäfige Mischung des primären und sekundären 
Natriumsalzes auf neutrale Reaktion und den osmotischen Druck 
der Blutflüssigkeit gebracht war. 

Interessanterweise war aber die Waschung roter Blutzellen 
vom Rinde mit dieser Phosphatlüsung, die also die spontane 
Hämolyse gegenüber Chloridwaschung auBerordentlich hinausschob, 
von einer gesteigerten Empfndlichkeit der Zellen gegen Codeïn- 
und Dioninwirkung, einer unveränderten oder gar verminderten 
Empfindlichkeit gegen Morphin gefolgt. Die blofe Aufschwem- 
mung chloridgewaschener Blutzellen in Phosphat führte demgegen- 
über bei allen 3 Alkaloiden nur zu einer verminderten Emp- 
findlichkeit; die (mehrmals wiederholte) Waschang hat also einen 
ganz anderen Erfolg als die Aufschwemmung und man muf diesen 
Erfolg mit einer Ânderung der mineralischen Zusammensetzung 
der Blutkôrperchen in Zusammenhang bringen. 

Analoge Befunde wurden bei der Verwendung von Natrium- 
sulfat erhoben: Suspension in Sulfat verminderte wiederum 
die Empfindlichkeit ohne Auswahl gegenüber allen geprüften 
Alkaloïden, und zwar noch stärker als Phosphat. Waschung 
mit Sulfat steigerte dagegen die Empfndlichkeit gegenüber 
Dionin, verminderte sie jedoch sowohl gegen Codeïn wie gegen 


1) Journ. f. exper. Med. 23, 219, 239. 1916. 
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Morphin, stets im Vergleich zu Chloridwaschung. Also auch 
zwischen Phosphat- und Sulfatwaschung bestanden wiederum 
Unterschiede, insofern die Empfindlichkeit gegenüber Codein durch 
Phosphat gesteigert, durch Sulfat vermindert wurde. 

Blutkôrperchen, die mit der gut konservierenden Chlorid- 
Zuckermischung gewaschen waren, verhielten sich in der Abstufung 
ihrer Alkaloidempfindlichkeit wie ungewaschene oder chloridge- 
waschene. 

Der Gedanke einer Beziehung elektiver Giftwirkungen zu der 
mineralischen Zusammensetzung der giftempfndlichen Elemente 
wird durch die geschilderten Modellversuche gestützt. Die ge- 
nauere Aufklärung des Wesens dieser Beziehung muf weiteren 
Untersuchungen vorbehalten bleiben. 


Über die Vergiftung des Blutes durch Nitrite. 


Von 
Wolfgang Heubner und Rolf Meier. 


Vorgelegt von W. Heubner in der Sitzung vom 4. Dezember 1925. 


Bei der Vergiftung mit salpetriger Säure (,nitrosen Gasen“) 
oder ihren Salzen oder Estern, z. B. bei Überdosierung des medi- 
zinisch gebrauchten Amylnitrits, spielt eine wesentliche Rolle 

‘ unter den Vergiftungssymptomen die Umwandlung des Blutfarb- 
stoffes in ein physiologisch untaugliches Derivat, das Methämo- 
globin. Im Laufe einer längeren Untersuchungsreihe über methä- 
moglobinbildende Gifte, die im pharmakologischen Institut ausge- 
führt wurde !), hätte sich wiederum gezeigt, daf den Nitriten eine 
besondere Eigenart zukommt, die früher sogar zur Aufnahme einer 
besonderen Bezeichnung , Nitrithämoglobin“ in die Literatur geführt 
hatte. Obwohl seit langer Zeit hinreichend bekannt ist, daB eine 
besondere, wohl charakterisierte Verbindung des Blutfarbstoffs mit 
Stickoxyd (NO) existiert und deren Bildung bei Einwirkung von 
Nitriten auf Blutfarbstoff anzunehmen war und angenommen wurde ?), 
blieb es doch bisher ein Problem, in welchem Zusammenhang die 
Bildung von Methämoglobin und von Stickoxydhämoglobin stünde 
und wie die Reaktionen zwischen den beteiligten Substanzen im 
Eiïinzelnen verliefen. Insonderheit war auch noch durchaus keine 
Klarheit darüber vorhanden, wie weit die im Reagensglas erhal- 
tenen Beobachtungen auf die Verhältnisse im lebenden Tierkôrper 
zu übertragen seien. Auch uns selbst erschienen die Reaktionen 
zwischen Blutfarbstof und Nitrit anfangs sebr wenig durchsichtig. 
Unsre früheren Untersuchungen hatten uns mehr und mehr 
darin bestärkt, uns der Auffassung von William Küster über 


1) Heubner, Arch. f. exp. Path. und Pharmakol. 72, 241. 1918. — Heub- 
ner, Meier und Rhode, ebenda 100, 117, 128, 137, 149. 1923. — Rolf 
Meier, ebenda 108, 280. 1925. É 

1) Haldane, Macgill und Mavrogordato, Journ. of physiol. 21, 160, 
1897. — Haurowitz, Zschr. f. phsiol. Chemie 1837, 1. 1924: 
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die Natur des Methämoglobins anzuschliefen, nach der dieses Pro- 
dukt sich vom Hämoglobin ausschlieflich dadurch unterscheidet, 
da das Eisenatom sich in der dreiwertigen Oxydstufe befindet, 
während es im natürlichen Hämoglobin zweiwertig ist, also der 
Oxydulstufe entspricht. Jedenfalls kann es heute, zum Teil auf 
Grund unserer Ermittlungen, als feststehend angesehen werden, 
daf ein Molekül Hämoglobin beim Übergang in Methämoglobin ein 
halbes Atom Sauerstoff (als Hydrat also die Gruppe — OH) auf- 
nimmt'). Die Methämoglobinbildung entspricht also stets einer 
Oxydation. Es ist jedoch schon sehr lange bekannt, daB nicht nur 
Oxydationsmittel, wie Chromat, Ferricyanid, Wasserstoff- 
superoxyd, Chinon usw. Methämoglobin erzeugen, sondern auch 
Reduktionsmittel, wie Palladiumwasserstoff, Pyrogallol, Hydro- 
chinon u.dgl. Wir hatten nachweisen kônnen, da$ auch dann 
Sauerstoff auf das Hämoglobin übertragen wird, daf also die Re- 
duktionsmittel und der Blutfarbstoff gleichzeitig (gekuppelt) 
durch den molekularen Sauerstoff der Atmosphäre oxydiert werden. 
Es läft sich zeigen, daB die Oxydation jeder der beiden Sub- 
stanzen durch die Gegenwart der anderen beschleunigt wird; doch 
wird man annehmen müssen, da die Reaktionen durch die Re- 
duktionsmittel eingeleitet werden, die ja ,von selbst“ molekularen 
Sauerstoff aufnehmen. 

Von der salpetrigen Säure ist es bekannt, da sie sich eben- 
falls leicht mit Sauerstoff verbindet, um in Salpetersäure überzu- 
gehen und zwar nach der summarischen Formel 


2HNO2 + O2 — 2HNO:. 


Doch gilt dies nicht für ihre Salze, die im Gegenteil recht be- 
ständig sind; das bekannteste, Natriumnitrit, reagiert in wässriger 
Lüsung jedoch deutlich alkalisch. Da die Reaktion des Blutes 
nahezu neutral ist, muB man annehmen, daB im Blute kleine 
Mengen salpetriger Säure in freiem Zustande existieren, und die 
Aufmerksamkeit mufte sich auf die Reaktionsweise der salpetrigen 
Säure beim Neutralpunkt und bei geringen Variationen um den 
Neutralpunkt herum richten. Eine Prüfung dieser Verhältnisse 
erfolgte zunächst in Modellversuchen, bei denen der Blutfarbstoff 
durch das anorganische Ferrosulfat ersetzt wurde und bei bestimmten, 
eventuell durch Pufferlôsungen konstant gehaltenen Reaktionen 


1):Küster, Zschr. f. physiol. Chemie 66, 232. 1910. — v. Reinbold, 


ebenda 85, 261. 1913. — Conant, Journ. of biol. Chemistry 57, 401. 1923. —. 


RolfMeier, Arch. f. exper. Path. und Pharmakol. 100, 127. 1923; 108, 280. 1925: 
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der Sauerstoffverbrauch mit und ohne Nitritzusatz gemessen wurde. 
Es zeigte sich in 1/2 normaler Säure genau die GrüBe des Sauer- 
stoffverbrauchs, die der vollständigen Umwandlung des Nitrits in 
Nitrat entsprach, bei alkalischer Reaktion dagegen nur so viel, 
als die Umwandlung des Ferroeisens in Ferrieisen erforderte. Nahe 
am Neutralpunkt war die Sauerstoffaufnahme stark verlangsamt, 
ging aber auch über die durch das Eisen erklärte Grüfe hinaus. 
Dies Ergebnis bestätigte also die Annahme, daf bei neutraler Re- 
aktion ein Teil der salpetrigen Säure frei ist und damit autooxy- 
dabel wird. 

Für die Versuche mit Blutfarbstoff waren die Grenzen des 
anwendbaren Reaktionsbereichs enger gezogen, da ja deutlich saure 
oder alkalische Reaktion den empfindlichen Eiweifkürper verändern. 
Daher wurden nur die Reaktionen mit px — 5, 7 und 9,2 unter- 
sucht und zwar wurde aufer dem Sauerstoffverbrauch die Farb- 
änderung am Blutfarbstoff optisch und spektroskopisch verfolgt. 
Es zeigte sich bei der Reaktion von px — 5 optisch eine voll- 
ständige und ausschliefSliche Umwandlung des Oxyhämoglo- 
bins in Methämoglobin, wenn gerade ein Mol Nitrit auf ein Mol 
Blutfarbstoff kam. . Der Sauerstoffverbrauch war. dabei genau so 
grof, daf das gesamte Blutfarbstoffeisen zur Ferristufe und die 
gesamte salpetrige Säure zu Salpetersäure oxydiert werden konnte, 
d. h. er betrug °/4 Mol. O> Analysen des Filtrats des Reaktions- 
gemisches nach Koagulation des Methämoglobins ergaben die voll- 
ständige Umwandlung des Nitrits. Für die genannten Bedingungen 
konnte also der Reaktionsmechanismus eindeutig formuliert wer- 


“den. als: 


AHb.O0+ +4HNO:+2H:0 = AHb.OH +4HN0: + Os 
(Oxyhämoglobin) (Methämoglobin) 


Prinzipiell das Gleiche wurde auch bei neutraler Reaktion (pr = ?) 
festgestellt, wenn etwa 5 Mole Nitrit auf ein Mol Hämoglobin 
kamen, während bei alkalischer Reaktion die Umwandlung sebr 
viel geringer war. 

Diese Befunde zeigen somit, daf das Nitrit mit Blutfarbstoff 
als typisches Reduktionsmittel reagiert, also wiederum gemeinsam 
mit diesem in eine gekuppelte Oxydationsreaktion eintritt. Wenn 
kein ÜberschuB von Nitrit vorhanden ist, kommt die Reaktion 
zum Stillstand, es hat also ausschlieflich mit der Bildung von 
Methämoglobin sein Bewenden. 

Anders, wenn Nitrit im ÜberschuB vorhanden ist: dann zeigte 
schon die einfache optische Beobachtung, da neben dem Methämo- 
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globin ein Farbstoff von den Eigenschaften des Stickoxydhämo- 
globins auftritt und zwar mit wachsendem NitritüberschuB in 
wachsendem Ausmafe. Damit stimmt überein, daf fertig gebil- 
detes und vom Reagens befreites Methämoglobin bei Nitritzusatz 
ebenfalls eine entsprechende Farbänderung aufweist'). Damit 
aber Stickoxydhämoglobin entstehen kann, dem die Formel Hb.NO 
zuzuschreïiben ist, muf Methämoglobin erst wieder reduziert 
werden. Es verläuft also wahrscheinlich eine Reaktion im Sinne 
der Gleichung 


2Hb.OH +NO:H = 2Hb +<NO:H+HO 
(Methämoglobin) (Hämoglobin) 


der sich weitere anschliefen müssen, die den allgemeinen Verlauf 
zeigen : 


2Hb+NO:H — Hb.NO +  Hb.0H 
(Hämoglobin) (Stickoxydhämoglobin) (Methämoglobin) 


Tatsächlich beobachtet man bei Versetzen von reduziertem Hämo- 
globin mit Nitrit bei Sauerstoffausschluf die gleichzeitige Bildung 
von Methämoglobin und Stickoxydhämoglobin?). In diesem Punkte 
unterscheidet sich Nitrit von allen übrigen methämoglobinbil- 
denden Reduktionsmitteln, die bei Sauerstoffausschluf keine 
Wirkung auf Blutfarbstoff ausüben. Natürlich hängt dies mit 
der eigentümlichen chemischen Natur der salpetrigen Säure zu- 
sammen, die sie befähigt, in sich selbst Oxydoreduktionen auszu- 
führen, wie es durch die bekannte Gleichgewichtsformel zum Aus- 
druck kommt: 


2HNO: = NO: + NO + H:0. 


Denn auch die gleichzeitige Bildung von Methämoglobin und Stickoxydhämoglobin 
aus Nitrit und reduziertem Hämoglobin entspricht einer Oxydoreduktion, wie fol- 
gende Formulierung schematisch andeuten würde : 
AHb + 2N0,H — 4Hb + NO, + NO + H, 0 
2Hb + NO, + H,0 — 2Hb.0H + NO 
2Hb + 2N0 — 2Hb.NO 


Auch Tierversuche bestätigten die Richtigkeit der Auffas- 
sung, daf die primäre Reaktion des Nitrits mit Blutfarbstoff zu 


1) Heubner und Rhode, Arch. -f. exper. Pathol. und Pharmakol. 100, 
117. 1923: 

2) Vgl. Heubner, ebenda 72, 241. 1913 — ferner Rolf Meier, ebenda 
1925 (im Druck). 
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Methämoglobin führt und daf Stickoxydhämoglobin erst se- 
kundär auftritt: mit grofien Dosen akut vergiftete Katzen 
liefen auch im schwersten Vergiftungszustande an abnormen Blut- 
farbstoffderivaten nur Methämoglobin erkennen, während wenige 
Tage nach dem Tode das Blut kein Methämoglobin mehr, sondern 
groBe Mengen Stickoxydhämoglobin enthielt. Diese Feststellung 
ist auch praktisch wichtig, weil Stickoxydblut mit Kohlenoxyd- 
blut verwechselt werden kann und man natürlich im allzemeinen 
geneigt ist, an der Leiche gefundene Veränderungen auf die Ver- 
hältnisse im lebenden Kôrper zu übertragen. 


Untersuchungen aus dem Allgemeinen Chemischen Laboratorium 
der Universität Gôttingen. 


Über das Oleandrin 
von 
A. Windaus und K. Westphal. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Juli 1925. 


In den Blättern und in der Rinde des Oleanders (Nerium 
Oleander) sind einige Stoffe vorhanden, die eine ähnliche Wirkang 
auf das Herz besitzen wie Digitalispräparate; sie scheïinen sich 
von einander durch ihre verschiedene Lüslichkeit gegenüber Wasser 
und Chloroform zu unterscheiden; den einzelnen auf Grund dieses 
Verhaltens bereiteten Fraktionen, für deren Einheitlichkeit jeder 
Anbaltspunkt fehlt, hat Schmiedeberg) besondere Namen er- 
teilt; es handelt sich dabei augenscheinlich um ganz ungenügend 
charakterisierte Gemische. 

.Seitdem bat die Fabrik chemisch-pharmaceutischer Produkte, 
C. F. Boehringer & Soehne, Mannheim-Waldhof, aus 
trocknen Oleanderblättern ein gut krystallisiertes, physiologisch 
sehr wirksames Material — allerdings in sehr schlechter Aus- 
beute — dargestellt und als krystallisiertes Oleandrin 
bezeichnet. Eine kleine Menge dieses Stoffes, den wir durch Herrn 
Geheimrat Kilianïi erhalten haben, ist für die vorliegende Unter- 
suchung verwendet worden. 

Das Oleandrin-Boehringer ist fast unlôslich in Wasser, 
lôslich in Chloroform und Alkohol. Aus 50 ‘igem Alkohol 
krystallisiert es in wohlausgebildeten Nadeln, die bei 2499 schmelzen. 
Beim Erwärmen mit verd. Säuren spaltet es /Zucker ab, es ist 
also ein Glykosid; beim Erwärmen mit verd./Laugen verbraucht 
die an sich neutrale Verbindung Alkalilauge, sie ist also ein 
Lacton, wie die anderen digitalisähnlichen Glykoside. Bei der 
Prüfung auf Methoxyl ist die Probe positiv wie beim Cymarin und 
Digitalinum verum. 


-1) Arch. cxperim. Pathol. und Pharmak. Band 16, S. 149 [1882/1883]. 
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Analyse. 

0.1875 g Substanz lufttrocken verloren bei 118° im Vakuum 
0.0029 g an. Gewicht, das sind 1.55 °/0. 

2.895 mg vakuumtrockne Substanz gaben 7.051 mg CO: und 
2.135 mg H:20. — 3.178 mg Substanz gaben 7.719 mg CO2 und 
2.475 mg H:20. 

gefunden C 66.45, 66.27 H 8.25, 8.71. 

Hieraus berechnet sich das Atomverhältnis 3.5 C: 54H: 10. 


Die Molekulargewichtsbestimmung in Campher er- 
gab folgende Werte : 0.0031 g Substanz in 0.0336 g Campher er- 
niedrigten den Schmelzpunkt um 7.33 °. 0.0029 g Substanz in 0.0320 g 
Campher erniedrigten den Schmelzpunkt um 7.930. 

Molekulargewicht gef. 504 und 457. 

Bei der Methoxylbestimmung lieferten 4411 mg Sub- 
. stanz 1.874 mg Agl; 5.856 mg Substanz lieferten 2.502 mg Ag I. 

Gefunden O CH3 5.61 Jo, 6.17 /0. 

Bei der Titration mit siedender alkoholischer Kalilauge 
verbrauchten 0.1026 g Substanz 2.002 cem n/10 Kalilauge. 

Aequivalentgewicht gefunden 512. 

Auf Grund dieser verschiedenen Bestimmungen kommen für 
das Oleandrin noch Formeln in den Grenzen zwischen C»s Hw Os 
bis C35 H54 O1o in Betracht, am besten passt auf die gefundenen 
Werte eine Formel Cs31 His Os 

Ber. C 65.91 H 8.5 OCH: 5.4 Mol.gew. 564 Âquivalentgew. 564 
Gef. , 66.36 , 8.48 , 5.89 » ! 481: À b12. 


Zur Spaltung des Oleandrins wurden 0.3 g in 15 cem 
Alkohol gelôst und die Lüsung mit dem gleichen Volum 2n-Salz- 
säure versetzt und vier Stunden unter RückfluB gekocht. Hierbei 
erfolgte, wie die Probe mit Fehling'scher Lôüsung ergab, eine Ab- 
spaltung von Zucker, der indessen nicht in krystallisiertem Zu- 
stande gefaft wurde. Die wässrig-alkoholische Lüsung wurde mit 
Essigester ausgeschüttelt, der Auszug mit entwässertem Natrium- 
sulfat getrocknet und auf ein kleines Volum eingedampft. Hierbei 
schieden sich schwach gelb gefärbte Nadeln aus, die mehrmals aus 
Aceton umkrystallisiert bei 212—213° schmolzen und folgende 
Analysenzahlen gaben : 

2.950 mg Substanz gaben 8.454 mg CO2 und 2.318 mg H:0. 

Coa Hs2 Os Ber. C 78.20 H 8.76 
Gef. , 78.20 Me TA 


Ein Stoff von derselben Formel und demselben Schmelz- 
punkt ist bereits unter dem Namen Digitaligenin als Spalt- 


80 A. Windaus und K. Westphal, Über das Oleandrin. 


stück des Digitalinum verum, des wirksamen Glykosids aus 
Digitalissamen bekannt; ein genauer Vergleich hat die Identität 
des Oleandrigenuis it dem Digitaligenin ergeben. 

Das Digitaligenin ist nicht das primäre Spaltstück dell Digi- 
talinums, die Spaltung verläuft vielmehr nach folgender Gleichung : 
Car H58 Oia + 2H20 — Co Hi6 O5 + C6 Hi2 O6 + C7 Hi Os; 
und das eigentliche Genin zerfällt unter dem Eiïnfluf der alkoho- 

lischen Salzsäure in Digitaligenin C24 H3s Os und 2 Mol.Wasser. 

Wie es scheint, liegen die Dinge sehr ähnlich beim Oleandrin, 
das vermutlich nach folgender Gleichung zerlegt wird: 

Cs1 His Oo + H2O = Ces H36 O5 + C7 Hia O5. 
Coa H36 O5 =, Ca Hsz Os + 2H20. 

Jedenfalls geht aus unserer Untersuchung mit Sicherheit her- 
vor, daf das Digitalinum verum und das Oleandrin sehr nahe 
mit einander verwandt sind, sie enthalten beide dasselbe 
Aglykon, das im Digitalinum mit 2 Mol. Zucker (Glukose und 
Digitalose) und im Oleandrin mit 1 Mol. Zucker (vermutlich Digi- 
talose) verbunden ist. Schon in einem anderen Falle, beim Cymarin 
und Strophantin, haben wir gefunden, daf die beiden wirk- 
samen Glykoside dasselbe Grenin enthalten und sich nur durch die 
Zackerkomponente unterscheiden. 


Untersuchungen über die Intensitätsverteilung 
in Sternspektren (I. Mitteilung). 


Von 
Hans Kienle. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Oktober 1925. 


Die Kenntnis der wahren Intensitätsverteilung in den Spek- 
tren der Sterne ermôüglicht wertvolle Schlüsse auf die Natur der 
Strahlung und damit auf wesentliche physikalische Eigenschaften 
der Sterne. Ob und wieweit wir die Strahlung der Sterne als 
schwarze Temperaturstrahlung ansprechen dürfen, ist ein immer 
wieder aufgeworfenes und noch keineswegs endgültig gelôstes Pro- 
blem. Wenn auch die letzten Erfolge mit den grofien Instru- 
menten des Mt. Wilson die Môglichkeit erwiesen haben, die bisher 
nur auf die Sonne anwendbaren spektralbolometrischen Methoden 
auf die hellsten Sterne zu übertragen, so ist damit kleineren In- 
strumenten, die nur einen Teil der Spektra auf dem Umweg über 
die Photographie untersuchen kôünnen, doch immer noch ein weites 
Arbeitsfeld gelassen. Zwischen den bisherigen Reïhen effektiver 
Sterntemperaturen bestehen noch manche Widersprüche, die z. T. 
zwar durch die theoretisch-rechnerischen Arbeiten Brills besei- 
tigt, keineswegs aber befriedigend aufgeklärt noch durch folge- 
richtig angelegte neuere Beobachtungsreihen eliminiert wurden. 

Damit ist ein Teil der Erwägungen gekennzeichnet, die mich 
veranlaften, ein von Schwarzschilds Zeiten her noch auf der Güt- 
tinger Sternwarte vorhandenes Triplet zu einer Prismenkamera 
auszubauen. Die Notgemeinschaft übernahm die Kosten für die 
Beschaffang der Prismen, die Gesellschaft der Wissenschaften unter- 
stützte die Arbeiten durch erhebliche Geldbeträge. Beiden sei an 
dieser Stelle Dank gesagt. 

In dem folgenden 1. Teil verôffentliche ich eine kleine Vor- 
untersuchung, auf Grund deren die Beobachtungsmethode festge- 
legt wurde. Sie befaft sich mit dem Eiïnfluf der Farbenkurve des 
Objektivs auf die Spektra und kann insofern selbständiges Inter- 

Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1925. Heft 1. 6 
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esse beanspruchen, als es sich bei dem Instrument um einen Typus 
handelt, der anderweiïtig für ähnliche Untersuchungen verwendet 
wurde und noch wird. 


1. Das Problem. 


Aufnahmen von Sternspektren mit Objektivprismen sind aus 
zwei Gründen von Bedeutung: sie liefern mit einer einzigen Be- 
lichtung die Spektra einer ganzen Anzahl von Sternen und sie er- 
fordern relativ kurze Belichtungszeiten selbst für sehr lichtschwache 
Objekte. Diese Vorteile treten vor allem da zu Tage, wo es sich 
um Massenuntersuchungen (allgemeine Klassifikation usw.) handelt. 
Indessen hat es auch nicht an Versuchen gefehlt, die grofe Licht- 
stärke und das weite Gesichtsfeld der Prismenkamera für die Lô- 
sung von Aufgaben nutzbar zu machen, die sonst dem Okular- 
spektrographen in Verbindung mit grofen Instrumenten vorbe- 
halten sind, d.h. von der mehr qualitativen zu einer wirklich 
quantitativen Anwendung überzugehen. Theoretisch zwar müg- 
lich, haben doch die Versuche zur Massenbestimmung von Radial- 
geschwindigkeiten (Pickering, Schwarzschild) zu keinen befriedi- 
genden Ergebnissen geführt. Der Grund liegt in den kaum zu 
vermeidenden Unvollkommenheiten des optischen Systems, die den 
Gewinn bei der Aufnahme durch einen beträchtlichen Aufwand an 
Rechenarbeit und Ungenauigkeit des Einzelergebnisses reichlich 
ausgleichen. 

Mebr Erfolg hatten die Untersuchungen über Intensitäten der 
Absorptionslinien oder des kontinuierlichen Untergrundes, denen 
ja auch unsere Bestrebungen gelten. Doch machen sich auch hier 
die Unvollkommenheiten des Apparates in einer Weise geltend, 
welche genaueste Durcharbeitung der Beobachtungsmethode erfor- 
dert, wenn man einwandfreie Resultate erhalten will. Jedes Ob- 
jektiv ist nur für einen bestimmten Wellenlängenbereich korri- 
giert. Es gibt einen ,besten Fokus“, in dem man die schmalsten 
Sternspuren bzw. bei Vorsetzung eines Objektivprismas auf einen 
gewissen Bereich fadenfôrmige Sternspektra erhält. Da streng 
immer nur zwei Wellenlängen bei der Berechnung des Objektivs 
zusammengelegt werden, kann man auf einer Platte natürlich auch 
stets nur zwei Stellen des Spektrums exakt im Fokus haben. 
Zwischen diesen beiden Stellen und nach den Enden zu ist alles 
mehr oder weniger extrafokal. Gewühnlich werden die Spektra, 
um sie der photometrischen Messung zugänglich zu machen, ver- 
breitert. Entweder, indem man die Platte in den besten Fokus 
bringt und den Stern parallel zur Prismenkante etwas hin und 
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her laufen läft (siehe Fig. 1); dann verwischt sich die durch die 
Farbenkurve bedingte Verbreiterung (Unschärfe) mit der mecha- 
nischen in einer Weise, die kaum theoretisch festlegbar und rech- 
nerisch zu eliminieren ist. Oder aber man benutzt überhaupt 
extrafokale Bilder, die, wie Fig. 1 zeigt, deutlich lanzettfôrmige 
Grestalt haben; dann erstreckt sich die Verbreiterung nicht nur 
auf die Richtung senkrecht zur Dispersionsrichtung, sondern wirkt 
nach allen Seiten und bedingt an jeder Stelle eine andere, stark 
von der Wellenlänge abhängige Verwischung der Einzelheiten. 
Insbesondere gehen die unscharf werdenden Linien mehr oder we- 
niger in dem kontinuierlichen Untergrund verloren. 

Diese Schwierigkeiten kônnen nur dann schon bei den Auf- 
nahmen selbst vermieden werden, wenn man die photographische 
Schicht so legt, daf sie für jede Wellenlänge im Fokus sich be- 
findet. Das ist der Weg, den ich einzuschlagen versucht habe. 


2. Das Instrument. 


Den Grundstock bilden U. V. Triplet, Rohr und Kassetten- 
kopf der Schwarzschildschen Zenitkamera. Durch entsprechende, 
von ZeiB durchgeführte Anderungen wurde das in seiner ursprüng- 
lichen Form nur für vertikal hängende Lage konstruierte Instru- 
ment zur Verwendung in parallaktischer Aufstellung brauchbar 
gemacht. Das Objektiv hat 160 mm freie Offnung bei einem Off- 
nungsverhältnis 1 : 10 und ist für kurzwellige Strahlen korrigiert 
als gewôhnliche photographische Objektive. Theoretisch sind zu- 
sammengelegt 1 3680 und 4320. Vor dem Objektiv kônnen, auf 
einem Positionskreis drehbar und durch eine weite Taukappe ge- 
schützt, zwei Objektivprismen einzeln oder zusammen angebracht 
werden. Die Prismen bestehen aus dem gut ultraviolettdurchläs- 
sigen Flint 0118, haben 8° und 12° brechenden Winkel und sind 
für 2 4250 auf das Minimum der Ablenkung fest eingestellt. Die 
Länge der Spektra beträgt für die drei Dispersionen (8°, 12° und 
20°, im folgenden mit I, II, und I + II bezeichnet) zwischen Hy 
(2 4341) und Hx (1 3750) — d.i. der Teil, der auf Platten in 
guter Schärfe erhalten werden kann — bezüglich 4.0, 5.9 und 
9.9 mm. Die lineare Dispersion ist für À 4000 ungefähr 150 bzw. 
100 bzw. 60 À pro mm. 

Als Führungsrohr dient ein altes Fraunhofersches Fernrohr 
von gleicher Fokallänge und 110 mm Offnung. Dieses ist mit der 
Prismenkamera so verbunden, daB das Objektiv sich um einen 
Zapfen dreht, der parallel zur Prismenkante steht und in einem 
fest mit der Tripletfassung verschraubten Ring sitzt. Der Okular- 
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teil läuft, ebenfalls durch einen Ring gefafit, in einer massiven 
Schlittenführung, die mit dem okularseitigen Flansch des Haupt- 
rohres fest verbunden ist und das Leitrohr in der Dispersionsrich- 
tung zu schwenken und den drei verschiedenen Ablenkungen ent- 
sprechend zu klemmen gestattet. Das so môglichst stabil gebaute 
Doppelrohr sitzt an Stelle des Schoblochrefraktors auf dessen 
Montierung. 


3. Zonenfehler und Farbenkurve des Objektivs. 


Es wird im folgenden nicht immer eine strenge Unterschei- 
dung gemacht zwischen den Fehlern des Objektivs allein und der 
Kombination Objektiv + Prisma. Es kommt uns auf die Fehler 
des optischen Systems als Ganzes an. Praktisch ist die erhaltene 
Farbenkurve die des Objektivs, bis auf die geringen Beträge, die 
daher rühren, daf bei den Untersuchungen streng nur eine einzige 
Wellenlänge paraxial eintritt. Diese Vernachlässigung ist iden- 
tisch mit der Annahme, da Strahlen innerhalb ‘2° als Paraxial- 
strahlen betrachtet werden dürfen. 

Als erste Methode wurde eine Modifikation der Hartmannschen 
Blendenmethode angewandt. Zwischen Prisma und Objektiv, un- 
mittelbar vor und zentrisch zu letzterem sitzt eine Blende, welche 
auf einem zur Prismenkante parallelen Durchmesser kreisfürmige 
Offnungen von d — 8mm trägt. Die Abstände der Lochmitten 
entsprechen den Objektivzonen >» — 24, 40, 56 und 72mm. Das 
Prisma — es wurde hier stets die kleinste Dispersion verwendet 
— und die fest mit ïhm verbundene Blende wurden zur Unter- 
suchung des Astigmatismus in drei um je 60° in Positionswinkel 
von einander verschiedene Lagen relativ zum Objektiv gebracht. 
In jeder solchen Lage wurde je eine intrafokale und eine extra- 
fokale Aufnahme («x Lyrae, é — 30”) gemacht, welche das bekannte 
Bild der gekriümmten Spektra zeigt. Die Berechnung der Ver- 
einigungsweiten der verschiedenen Weïllenlängen — es konnte die 
Balmerserie von HB bis Hx zur Festlegung benutzt werden — 
fübrte zu folgenden Ergebnissen. | 

a) Astigmatismus ist in merklichem Umfange nicht vor- 
handen. 

b) Die Zonenfehler sind klein und haben für alle Wellen- 
längen den gleichen Verlauf: 
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Die Jf, sind gebildet als Differenzen der tatsächlichen Ver- 


4f, 


ra 
24 mm + 0.12 mm 
40 — 0.26 
56 — 0.27 
72 + 0.41 


einigungsweiten f(1,r) der Zone gegen die über alle r ge- 
mittelten Vereinigungsweiten jeder einzelnen Wellenlänge. 


Es wird also bei Verwendung der vollen Objektivüffnung jede 
Wellenlänge innerhalb einer Strecke von hôchstens 1 mm ver- 


einigt. Das bedingt eine natürliche Breite des geometrisch- 


optischen Bildes von rund 0.1 mm. 
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Fokale und extrafokale Aufnahmen mit Prisma I und Il. 
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c) Die Farbenkurve bestätigt die bei der Berechnung des 
Objektivs gemachten Voraussetzungen. Bezeichnet man mit 
Af, die an die Fokusstellung 15.7 der kürzesten Brennweite 
(4 4000) anzubringende Korrektion, so hat diese den folgenden 


Verlauf : 

n sf d'f, | d'fi Mittel 
5000 (+ 5.6) mm + 4.3 mm | + 4.5 mm + 4.5 mm 
4750 3.4 3.0 gl + 8.0 
4500 2.0 1.8 1.8 + 1.8 
4250 0.8 0.7 0.9 + 0.7 
4000 0.0 | 0.0 0.2 —- 0.0 
3790 0.7 | 1.1 1.0 + 0.8 


Da für jedes Spektrum bei der Blendenmethode nur die kleine 
Offnung von 8mm in Betracht kommt und die Aufnahmen stark 
extrafokal gemacht werden müssen, erfordert diese Methode relativ 
lange Belichtungszeiten, wenn man die Farbenkurve über einen 
hinreichend gro$en Wellenlängenbereich erhalten will. Rascher 
kommt man zum Ziel, wenn man die Einschnürungspunkte der 
Spektra aufsucht, indem man die Platte in verschiedene Fokal- 
stellungen bringt. Zur Kontrolle und Erweiterung der vorge- 
nannten Messungen wurde diese Methode mit allen drei Disper- 
sionen mehrfach angewandt. Die schon oben angezogene Fig. 1 
zeigt eine solche Aufnahme, zugleich als Beïispiel für das Aussehen 
fokaler — d.h. im ,besten“ Fokus aufgenommener — und extra- 
fokaler Spektra bei Verwendung der Dispersionen I und II. Fig. 2 
zeigt extrafokale und ein intrafokales Bild mit der Dispersion 
I + IT. 

Mit geringen Abweichungen erhält man für die drei Kombi- 
nationen im Mittel die Zahlen Z'f; der Tabelle. Der Wert für 
1 5000 ist bei der Blendenmethode sehr unsicher, da dort die 
Spektra schon schwach, breit und verwaschen sind. Auch die Me- 
thode der Einschnürungspunkte wird unsicher, :wenn die Punkte 
zu weit nach aufen rücken, so daB sie nicht mehr als richtige 
Einschnürungspunkte mit beiderseitiger deutlicher Verbreiterung 
erscheinen, sondern als Spitzen. Die Farbenkurve wird dann zu 
steil erhalten, was bei den 7'f, allerdings hôchstens nach der 
kurzwelligen Seite der Fall zu sein scheint. 

Es wurde daher noch eine dritte Methode versucht, welche 
im Prinzip auf die gleichen Werte führen müfite wie die Blenden- 
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Fig. 2. Intra- und extrafokale Aufnahmen mit Prismen I und II. 
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Fig. 3. Farbenkurven einiger photographischer Objekte des Triplet-Typus. 
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untersuchung. Mit voller Üffnung wurden Aufnahmen weit inner- 
halb und auferhalb des besten Fokus gemacht und deren Breite 
ausgemessen (Fig. 2 f — 8.0 und 240). Die Resultate sind unter 
1"f, in der Tabelle aufgeführt und bestätigen die nach den an- 
deren Methoden erhaltenen Werte, soda ihre Mittelung gerecht- 
fertigt erscheint. Die Fokuseinstellungen für 4 4000 waren bei 
den einzelnen Reïhen infolge vorgenommener Ânderungen an der 
Kassette verschieden. Die Reïhe der Mittelwerte bezieht sich auf 
f = 16.0, der endgültigen Lage der Kassette entsprechend. 

Zum Vergleich mit anderen für ähnliche Zwecke verwendeten 
Objektiven wurde die endgültige Farbenkurve, ausgedrückt in 
Bruchteilen der Brennweïte, in das Diagramm Fig. 3 eingezeichnet. 
Sie ist nahezu identisch mit der des Potsdamer Triplets. Bei den 
beiden Objektiven von Upsala ist die Korrektion nach etwas län- 
geren Wellen verlegt. 


4. Dispersionskurve des optischen Systems. 


Um. den Verlauf der Dispersion mit für unsere Zwecke zu- 
nächst ausreichender Genauigkeit zu verfolgen, genügt die Ver- 
wendung des Hartmannschen Dispersionsnetzes. Die den Linien 
HB bis Hy entsprechenden Punkte liegen innerhalb äuferster 
Zeichengenauigkeit auf einer Geraden. Bezieht man alle linearen 
Messungen auf 4 4000, wo ungefähr der Scheitel der Farbenkurve 
liegt, und setzt die Vorzeichen von 4 — 4000 und s—s, gleich, so 
wird die Dispersion für die 3 Fälle durch die folgenden Zahlen 
festgelegt. 


À a SIx Sr 
5000 | +462mm | +665mm | +11.3mm 
4750 3.77 5.56 9.4 
4500 2.77 4.09 6.9 
4950 1.55 2.28 3.8 
4000 0.00 0.00 0.0 
3900 | —0.73 _—_ 1.09 le 
3800 1.56 2.29 3.8 
3700 2.44 3.60 6.1 
3600 3.5 51 8.6 
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5. Die wahre Gestalt der Spektra. 


Farbenkurve und Dispersionskurve zusammen geben erst ein 
richtiges Bild von der Gestalt der Spektra, wie sie als reelles 
Bild von dem optischen System entworfen werden. Diese wahre 
Gestalt müssen wir in Betracht ziehen, wenn wir nach Verbesse- 
rungen des Aufnahmeapparates streben. Bei den Untersuchungen 
nach der Methode der Einschnürungspunkte werden durch das 
Spektrum, das als gekrümmter Faden in der Dispersionsebene liegt, 
parallele Schnitte gelegt, aus denen die wahre Gestalt dann un- 
mittelbar zusammengesetzt werden kann. Das ist in Fig. 4 ge- 
schehen. Die Dispersionsebene ist die Zeichenebene, die Achsen 
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Fig. 4 Wahre Gestalt der mit den Dispersionen I, II und I + II erhaltenen Spektra. 


stehen parallel und senkrecht zur optischen Achse, das Objektiv 
ist oben zu denken. Theoretisch — bei sonst idealem Objektiv — 
sind die Spektra, vor allem bei der kleinen Dispersion, auf keine 
nennenswerte Länge überhaupt gerade. Läft man als Bereich, 
innerhalb dessen man die Spektra als ,fadenfürmig* ansprechen 
will, etwa den durch die Zonenfehler bereits gegebenen zu (1 mm), 
dann wären die Spektra etwa von 4 8750 bis 4 4250 brauchbar. 
Dieser Bereich ist auBerordentlich klein. Und selbst in ihm ist 
man noch nicht frei von den Einflüssen der systematischen Ver- 
fälschungen, welche die gekrümmte Form der Spektra mit sich 
bringt. 


| 6. Aufnahmen der Spektra mit ebener Platte. 


Die wahre Intensitätsverteilung in den Spektren der Sterne 

| wird bei Verwendung der Prismenkamera erschlossen auf dem 
Umweg über die Schwärzungsverteilung auf der photographischen 
Platte. Sie erscheint daher schon stark verzerrt durch die Über- 
lagerung der Empfindlichkeitskurve der photographischen Platte. 
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Umso mehr muf man darauf achten, daf wenigstens ein einwand- 
freies geometrisches Bild auf der registrierenden Schicht entworfen 
wird. Aus den Darlegungen in den vorhergehenden Abschnitten 
hat sich ergeben, daB ein ebener Schnitt senkrecht zur optischen 
Achse durch das Bild eine Intensitätsverteilung liefert, die durch 
die chromatischen Abweichungen eine starke, von der Wellenlänge 
abhängige Verzerrung aufweisen muf. Die Wirkung dieser Ver- 
zerrung ist umso bedenklicher, als wir längst wissen, daf die 
Schwärzung s nicht einfach proportional dem Produkt J.t, son- 
dern eine komplizierte Funktion von J, { und 1 ist. 

Benutzt man als photometrisches Prinzip die Variation der 
Expositionszeiten, wie das trotz der Bedenken notgedrungen noch 
oft geschieht, dann hängt die jeweilige Schwärzungsverteilung 
stark von dem Verhältnis ab, in dem die beiden Verzerrungen 
(chromatische Abweichung und Schwärzungsgesetz der Platte) 
quantitativ zueinander stehen. Es môûüge hier ein Beispiel für die 
Veränderung des Bildes auf einer Platte mit zunehmender Belich- 
tungszeit gegeben werden. Es handelt sich um Aufnahmen von 
a Lyrae bei exakter Pointierung, die also bei idealen Verhält- 
nissen linienfürmige Spektra ergeben müfiten. An Stelle der 
Schwärzungen wurden die Breiten ausgemessen: Fig.5 ist eine 
vergrôBerte Wiedergabe des Originals. 


Ne 75 | 1 | gm 
ANS 

4750 0.30 mm 0.32 mm | 0.55 mm 
4500 16 24 43 
4250 07 16 28 
4000 06 13 22 
3900 06 À 13 20 
3800 05 12 19 
3700 04 10 18 
3600 | 06 | 14 17 


Mit wachsender Belichtungszeit macht sich der Eïnfluf der chro- 
matischen Abweichung immer stärker geltend. Der Bereich kon- 
stanter Breite schrumpft immer mehr zusammen. 

Noch weniger durchsichtig werden die Verhältnisse, wenn 
man die Aufnahmen auBerhalb des besten Fokus macht (siehe 
Fig. 2). Die Breite und damit auch die Schwärzung variiert noch 
mehr mit der Wellenlänge. Kommt auBerdem noch die Variation 
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der Belichtungszeiten hinzu, dann sind die einzelnen Anteile wohl 
kaum mehr von einander zu trennen. Auch hierfür môgen einige 
Messungen an Spektren von « Lyrae als Beispiele dienen. 


Fig. 5. Fokale Aufnahmen von « Lyrae mit ebener Platte. 


oo 16 18 91 25 
5000 0.40 mm 0.27 mm 0.07 mm 0.80 mm 
4750 19 10 14 45 
4500 09 09 26 59 
4250 8 14 39 638 
4000 8 19 A1 70 
3900 8 17 Al 68 
3800 7 14 BY! 64 
3700 2 09 32 56 
3600 —— O4 23 46 
3500 — 10 11 27. 


Spektra von der Art, wie sie den zwischen f — 21 und f — 25 
entsprechen, hat z. B. Rosenberg seinen Untersuchungen zugrunde- 
gelegt (,Die mittlere Breite des extrafokalen Bildes betrug ... 
im Mittel 0.5 mm“. Offnungsverhältnis seiner Kamera auch 1 : 10). 


%. Aufnahmen der Spektra mit gekrümmtem Film. 


Da der Vorteil des groBen Feldes der Prismenkamera für 
exakt-photometrische Arbeiten nicht ausgenutzt werden kann, 
wurde schon von Rosenberg betont, der sich zur Vermeidung der 
durch die Coma bedingten Fehler streng auf axiale Objekte be- 
schränkte und den übrigen Teil des Gresichtsfeldes durch eine . 
Blende abdeckte. Verzichtet man auf die gleichzeitige Aufnahme 
mehrerer Objekte — unzweifelhaft eine bedeutende Einschränkung 
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des Anwendungsbereiches des Objektivprismas — dann ist es nur 
ein folgerichtiger Schritt weiter, auch die Orthogonalität von 
Platte und optischer Achse aufzugeben, in Analogie zu dem all- 
gemeinen Verfahren bei Spaltspektrographen. So ärbeitete z. B. 
Sampson mit einer um 20° gegen die optische Achse geneigten 
Platte. Leider teilt er über die Farbenkurve seines photovisuell 
korrigierten Objektivs nichts Näheres mit, sondern beschränkt sich 
auf die Bemerkung, daB mit der geneigten Platte scharfe Spektra 
von (PB) bis (ÆX), d.h. aber von etwa 7000 bis 3900 erhalten 
werden. Wie genau die ,Schärfe“ tatsächlich erreicht und wie 
weit Einflüsse der chromatischen Abweichung noch vorhanden sind, 
läBt sich ohne Kenntnis der Farbenkurve nicht beurteilen. Bei 
den Spektren selbst sind sie verwischt durch die vorgenommene 
Verbreiterung durch Hin- und Zurückführen des Sternes im Leit- 
rohr. Da bei visuell korrigierten Objektiven der Umkehrpunkt 
des sekundären Spektrums bei 5600 zu liegen pflegt, erscheint es 
wenig wahrscheinlich, daf mit einseitig geneigter Platte wirklich 
der ganze oben angegebene Bereich gleichmäfig scharf abgebildet 
wird. 

Daf eine geneigte Platte in unserem Falle nur einen unbe- 
deutenden Vorteil zu bringen vermüchte, geht aus der wahren Ge- 
stalt der Spektra (Fig. 4) deutlich hervor. Ich verfolgte daher 
von Anfang an den Weg, die photographische Schicht der wahren 
Gestalt der Spektra môglichst anzupassen. Das konnte nur mit 
Filmen geschehen und führte auch zu sehr wohl brauchbaren Er- 
gebnissen; weniger bei der kleinsten Dispersion, wo die Krüm- 
mung zu stark ist, wohl aber bei der grôBten, wo der nahezu kon- 
stante Krümmungsradius ungefähr 20 mm beträgt. Nach mehr- 
fachen Versuchen blieb ich schlieflich bei der folgenden, für die 
Kombination I+ IT bestimmten Konstruktion stehen. 

Auf einer Metallplatte von der GrôBe 9/12 cm, welche an 
Stelle der photographischen Platte in die Kassette eimgelegt werden 
kann, ist in Lagern ein Messingzylinder von 40 mm Breite und 
19.5 mm Radius so befestigt, daB ein durch Gummibänder auf ihm 
befestigter Filmstreifen (40 >< 122 mm) jeweils mit der vordersten, 
dem Objektiv zugewandten Mantellinie in derselben Ebene liegt, 
wie sonst die Platte. Zylinderachse, Schlittenführung der Kassette 
und Prismenkante sind genau parallel der täglichen Bewegung ju- 
stiert. Die Spektra werden auf diese Weise von einer Schicht 
aufsenommen, die sich môglichst ihrer wahren (Gestalt anpañt, 
vorausgesetzt, daf das Fernrobr so gerichtet ist, da He (1 3970) 
auf die ,vorderste“ Mantellinie des Zylinders fällt. 
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Der zuletzt genannte Punkt bedeutet eine der Hauptschwierig- 
keiten, welche sich Beobachtungen dieser Art entgegenstellen. So- 
bald man die Orthogonalität von Platte und optischer Achse auf- 
gibt, ist die Fokussierung nicht mehr allein abhängig von einem 
Parameter (Skalenstellung), sondern von zweien: das Spektrum 
muB auch in der Dispersionsrichtung relativ zur photographischen 
Schicht orientiert werden. Diese Orientierung erfolgt mit Hilfe 
eines Okulars, das neben der Filmtrommel auf der gleichen Metall- 
platte sitzt und durch Verschiebung der ganzen Kassette auf den 
Stern eingestellt werden kann. Um im sichtbaren Spektrum be- 
obachten zu kôünnen, ist das Okular relativ zur Zylinderachse nach 
der roten Seite verschoben, so daf die Strecke von HB bis Hy 
etwa in die Mitte des Gresichtsfeldes fällt. Das Okular trägt eine 
Skala. Es wurde mit hellen 4-Sternen (« Lyrae, « Cygni) die- 
jenige Stellung von HB empirisch bestimmt, bei welcher dann He 


* auf die dem Scheitel entsprechende und vorher auf jedem Film 


markierte Stelle fälit. Diese Okulareinstellang kann natürlich nur 
bei den hellsten Sternen vorgenommen' werden. Aus diesem Grunde 
ist die erwähnte stabile Verbindung der Prismenkamera mit dem 
Leïtrohr und ein am Leiïtrohr angebrachtes Kreuzschlittenmikro- 
meter von grofier Wichtigkeit. Die Einstellung auf HB wird mit 
einem geeigneten Stern am Kassettenokular vorgenommen und da- 
nach das Fadenkreuz im Leïtrohr justiert. Alle anderen Auf- 
nahmen kônnen dann durch einfache Einstellung im Leitrohr ge- 
macht werden. Die der Stellung von He entsprechende aufko- 
pierte Marke ermôglicht die Kontrolle, daf keine relativen Ver- 
schiebungen der beiden Rohre vorgekommen sind. 

Der Okularteil des Kamerarohres ist durch eine schmale Spalt- 
blende verschlossen, welche nur das aufzunehmende Spektrum 
durchläft. Die Kassettenverschiebung erfolgt mit Hilfe einer 
Schraube von 1 mm Ganghôühe und geteilter Trommel. Bei einer 
verfügbaren Filmbreite von 30 mm (nach Abzug der Gummibänder) 
kônnen bequem bis zu 30 normale Spektra in eine Reiïhe neben- 
einandergesetzt werden. Da auferdem die Trommel um ihre Achse 
um je 120° verstellt werden kann, ist es môüglich, auf einem Film- 
stück von 40 >< 122 mm drei solcher Reïhen unterzubringen. Nach 
vorgenommener Justierung arbeïtet der Apparat also auferordent- 
lich ükonomisch. 

Da die Spektra nun auf dem ganzen Bereich — 1 3500 bis 
4 5000 — wirklich im Fokus sind, kann eine Verbreiterung nur 
von Vorteil sein. Man kann entweder die Kassette etwas extra- 
fokal stellen oder — der Weg, den wir einschlagen — die Kas- 
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sette mit Hilfe der Schraubenführung verstellen. Die Spektra 
haben infolge der Zonenfehler auch im besten Fokus eine natür- 
liche Breite von 0.1 mm. Setzt man nun durch diskontinuierliche 
Verstellung der Kassette um je 0.025 mm — die Trommel ist in 
40 Teile geteilt — 4 oder 6 Spektra nebeneinander, so erhält 
man gleichmäfig geschwärzte und bis auf die Enden gleichmäfig 
breite, bequem zu photometrierende Spektra mit schônen scharfen 
Linien. Dabei braucht man, um ungefähr gleich starke Schwär- 
zung wie bei fadenfürmigen Spektren zu erhalten, die Gesamtbe- 
lichtungszeit bei einem in 4 Stufen aufgenommenen Spektrum nur 
knapp zu verdoppeln. 

Es bleibt zu zeigen, daB der durch die getroffene Anordnung 
erzielte Gewinn in der Qualität der Spektra wirklich so ist, wie 
er theoretisch zu erwarten war. In gleicher Weïse wie mit der 
Platte wurden daher Aufnahmen von « Lyrae mit verschiedener 
Belichtungszeit gemacht. Die Resultate sind die folgenden: 


à à 7s 1% 9m 
4750 0.043 mm 0.14 mm 0.26 mm 
4500 48 17 26 
4250 51 17 25 
4000 50 16 24 
3900 49 15 23 
3800 44 13 20 
3700 33 10 17 
3600 — 08 | 14 


Das Bild ist ein ganz anderes als bei den Aufnahmen mit der 
ebenen Platte. In die Augen springend ist der Gewinn an Qua- 
lität der Spektra jenseits von 4 4250. Der Bereich nahezu kon- 
stanter Breite ist wesentlich hinausgerückt. Vor allem aber — 
und das ist das Wesentliche — bleibt die Form der Spektra bei 
der Vervielfachung der Expositionszeiten besser erhalten. Voll- 
kommen sind die Spektra allerdings auch jetzt noch nicht. Sie 
laufen an beiden Enden spitz aus. An dieser Erscheinung kônnen 
verschiedene Ursachen beteiligt sein. Zunächst eine noch unge- 
nügende Anpassung des Films an die wahre Gestalt der Spektra 
(zu starke Krümmung an den Enden). Dann aber auch die nicht 
kompensierbaren Zonenfehler in Verbindung mit der nach den 
beiden Enden hin abnehmenden Intensität der Bilder infolge der 
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geringeren Empfndlichkeit der photographischen Schicht und der 
Extinktion der Atmosphäre. 

Eine Entscheidung über die Wirksamkeit dieser verschiedenen 
Ursachen kann môglicherweise durch extrafokale Aufnahmen her- 
beigeführt werden. Ebenso wie wir früher ebene Schnitte durch 
das Bild des Spektrums legten und die Gestalt aus den Schnitten 
zusammensetzten, erhalten wir dann jeweils den Schnitt mit dem 
Zylinder. Besitzt der Zylinder eine zu starke (schwache) Krüm- 
mung, dann müssen bei Verstellang der Kassette im Sinne wach- 
sender (abnehmender) Abstände vom Objektiv Einschnürungspunkte 
auftreten, die mehr und mehr auseinander (zusammen) rücken. 
Drei Aufnahmen auf orthochromatischem Film in den bezüglichen 
Stellangen 16.0, 18.0 und 20.0 der Fokussierungsskala ergeben die 
folgenden Bildbreiten. 


ne 16.0 18 0 20.0 
\ 
5500 | 0.050mm | O.17mm | 0.36mm 
5250 51 17 34 
5000 57 18 38 
4750 86 29 al 
4500 95 25 45 
4250 96 26 45 
4000 96 26 45 
3900 96 26 45 
3800 95 26 45 
3700 87 26 44 
3600 == 26 43 


Die Annäherung an die wahre Gestalt der Spektra ist so gut, 
da$ Einschnürungspunkte überhaupt nicht erhalten werden kôünnen. 
Die Einsenkung zwischen 1 5500 und 4 4750 ist in der Hauptsache 
hervorgerufen durch die Unempfindlichkeit der orthochromatischen 
Schicht für diesen Bereich. Denn die Breite der Bilder nimmt auf 
beiden Seiten dieses Bereiches zu, ohne daf ein richtiger Einschnü- 
rungspunkt aufträte. Extrapoliert man auf die Breite Null, so 
erhält man dafür die folgenden Fee Raneneen in Abhängig- 
keit von 4. 
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À f—fo 
5500 0.0 mm 
5250 + 0.2 
5000 + 0.1 
4750 — 0.2 
4500 — 0.6 
4250—3600 — 0.8. 


f, entspricht der Kassettenstellung 16.0. Es bestehen also anschei- 
nend noch Abweichungen in dem Sinn, daB die aus Zweckmähig- 
keitsgründen gewählte symmetrische Gestalt der Filmschicht auf 
der langwelligen Seite zu wenig gekrümmt ist. Da das Grebiet 
jenseits HB (d. h. 2 > 4900) für uns aber nicht in Betracht kommt, 
weil bei Verwendung orthochromatischer Emulsionen das Empfind- 
lichkeitsminimum viel zu sehr stôrt, sind wir zunächst bei der 
zylindrischen Form stehen geblieben. 

Es kommt hinzu, da8 die obige Schluffolgerung nicht zwin- 
gend ist und teilweise durch andere Beobachtungen wiederlegt 
wird. Die Fokusstellang minimaler und môglichst konstanter 
Breite wurde nämlich gleichzeitig — auf denselben Film — em- 
pirisch durch Aufnahmen bei f — 15.8, 15.9, 16.0, 16.1 und 16.2 
zu 16.0 festgelegt. Ebenso bleibt die Gestalt der Spektra bei 
f — 16.0 und verschiedenen Expositionszeiten stets spitz nach dem 
kurzwelligen Ende. Man erkennt daraus deutlich, daf die Breite 
der extrafokalen Spektra noch durch andere Ursachen als die chro- 
matischen Abweïchungen bestimmt wird. In der Tat erkennt man 
bei mikroskopischer Untersuchung eine feine Längsstruktur, die 
durch die Zonenfehler bedingt ist. Mit abnehmender Intensität 
(d.h. aber an den beiden Enden) reduziert sich die Breite des 
Spektrums immer mehr auf den mittleren, intensivsten Teil: das 
schmale Auslaufen ist nur ein scheinbares Anzeichen eines Ein- 
schnürungspunktes. 


8. Richtlinien für die Beobachtungen. 


Die vorangehenden Untersuchungen haben gezeigt, da es 
môglich ist, sich durch Verwendung von Filmen in weitgehendem 
Mafe frei zu machen von dem Einfluf der chromatischen Abwei- 
chung. Der Korrektionszustand unseres Triplets macht es ge- 
eignet zur Untersuchung des Wellenlängenbereiches von etwa 
À 4800 bis 14 3600. Da wir in diesem Bereich bei der getroffenen 
Anordnung die Linien der Balmerserie scharf und gut getrennt 
bis über das 15. Glied hinaus erhalten, kônnen wir uns in hohem 
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MaBe frei machen von den Schwierigkeiten, auf die Rosenberg bei 
der Auswertung seiner extrafokalen Aufnahmen stief. 

Als Beobachtungsprinzip kommt nach allen bisherigen Erfah- 
rungen nur die Variation der Intensität durch neutrale Gitter- 
blenden in Betracht. Beschränkt man sich auf hellere Sterne, bei 
denen die einzelne Belichtungszeit nicht über 15 bis 20" hinaus- 
zugehen braucht (»,,< 5.0), dann kann man die Beobachtungen un- 


schwer so einrichten, daf man die zu untersuchenden Spektra unter 


Wahrung gleicher Belichtungszeit zwischen Blendenaufnahmen 
eines Standardsternes einschaltet. Die Verwendung von Parallel- 


_stabgittern senkrecht zur Prismenkante liefert zugleich in den 


Spektren erster Ordnung solche von ganz bestimmter verminderter 
Intensität, erfordert aber eine sehr genaue Justierung des Gitters, 
da ja der ganze Beobachtungsapparat nicht mehr axialsymmetrisch 
ist. Wir begnügen uns zunächst mit einem Satz Blenden aus 
Kupferdrahttuch, deren Fäden unter 45° gegen die Prismenkante 
gedreht werden, um die Beugungsspektra einwandfrei von dem 
Hauptbild zu trennen. Die Spektra werden in der oben genannten 
Art und Weise verbreitert und mit einem Kochschen Photometer 
durchphotometriert. Einen Ausschnitt aus einer solchen Registrier- 
kurve von « Cygni gibt Fig. 6 wieder, welche am besten zeigt, 


Fig. 6. Registrierkurve (Ausschnitt) von &« Cygni. 


welcher Vorteil durch die Verwendung des Filmes erhalten wurde. 
Man braucht daneben nur das verbreiterte Spektrum von Fig. 1 
zu halten, auf dem man auch ohne Registrierung erkennt, wie 
rasch die Breite der Linien nach rechts hin zunimmt, um schon 
vom 10. Gliede zu fast vollkommener Überdeckung zu führen. 
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Über die Theorie der linearen partiellen Differenzen- 
gleichungen. 


Von 
Richard Courant. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Oktober 1925. 


Die moderne Theorie der linearen partiellen Differentialglei- 
chungen ist in einer Zeit entwickelt worden, in welcher den meiïsten 
Mathematikern das lebendige Bewuftsein von dem Zusammenhange 
zwischen Differentialgleichangen und Differenzengleichungen ver- 
Joren gegangen war. Unbefriedigt von dem mehr formalen Cha- 
rakter der alten Differenzenrechnung, wie sie uns z. B. im dritten 
Bande des grofen Traité von Lacroix entgegentritt, hatte sich der 
kritische mathematische Geist des 19. Jahrhunderts von diesem 
Arbeitsfelde abgewandt und ohne Zusammenhang mit ihm die mo- 
dernen Theorieen der Analysis aufgebaut. Erst in neuester Zeit 
ist das allgemeine Interesse an der Differenzenrechnung wieder 
erwacht und hat zu einer Reïhe hôchst interessanter Untersuchungen 
geführt. Aber die meisten dieser Arbeïten sind nicht als direkte 
Fortführung der früheren Ansätze zu betrachten; sie sind vorzugs- 
weise funktionentheoretisch orientiert und stehen nicht in unmittel- 
barem Zusammenhange mit Vorstellungen aus der Physik oder 
Mechanik. Und doch drängt uns gerade die moderne Physik, mit 
ihrer klaren Erkenntnis von der diskontinuierlichen Struktur der 
Materie, zu dem Versuche, mit den heutigen strengeren mathema- 
tischen Methoden den vor fast 100 Jahren abgerissenen Faden 
wieder aufzunehmen und dem diskontinuierlichen Charakter der 
Materie durch entsprechende mathematische Ansätze gerecht zu 
werden. Hierbei treten naturgemäB Differenzengleichungen an 
Stelle der Differentialgleichungen, und es wird eine der mathe- 
matischen Hauptaufgaben der Nachweis sein, daB die Lôsungen 
dieser Differenzengleichungen in der Grenze die entsprechenden 
Lôüsungen der Differentialgleichungen ergeben, wenn wir den Grenz- 
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übergang zu einer kontinuierlich verteilten idealen Materie ausge- 
führt denken. 

In der Fat läft sich nun die Theorie der linearen partiellen 
Differenzengleichungen, welche ja nichts ist als die Theorie ge- 
wisser spezieller Systeme linearer Gleichungen, ohne besondere 
Schwierigkeiten entwickeln und führt zu einer vertieften und be- 
friedigenden Einsicht in die Zusammenhänge der Theorie der ent- 
sprechenden Differentialgleichungen, wie denn auch schon seit jeher 
die Ersetzung von Differentialgleichungen durch Differenzenglei- 
chungen mit Erfolg für Zwecke der Praxis angewandt worden ist. 

Ich môchte in der vorliegenden vorläufigen Mitteilung die 
Tendenz dieser Untersuchungen durch einige Betrachtungen über 
lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit zwei unab- 
hängigen Veränderlichen erläutern, wobei ich mich vorzugsweise 
. mit elliptischen sich selbstadjungierten Gleichungen befassen werde. 


1. Definitionen. 


Wir betrachten in der Ebene mit den rechtwinkeligen Koordi- 
naten x, y ein quadratisches Punktgitter der Maschenweite , 
d.h. die Gesamtheit aller Punkte mit den Koordinaten x — n, 
y = nh (n = 0, +1, +2, ...) Jeder Punkt des Gitters besitzt 
4 Nachbarpunkte in der Entfernung k. Eine Menge von Gitter- 
punkten bildet ein ,Gebiet im Gitter“, wenn sich je zwei durch 
eine zusammenhängende Kette von Gitterpunkten der Menge ver- 
binden lassen. Dabei heift ,zusammenhängende Kette“ von Gitter- 
punkten eine Folge, bei der jeder Punkt Nachbarpunkt des fol- 
genden ist. Randpunkt eines Gebietes im Gitter ist jeder Punkt, 
für den nicht alle vier Nachbarpunkte dem Gittergebiet ange- 
hôren. 

Es sei G ein Gebiet der Ebene, begrenzt von stetigen doppel- 
punktfreien Kurven. Dann soll das zugehôrige Gittergebiet G, 
aus allen denjenigen Gitterpunkten bestehen, welche in G liegen 
und sich von einem festen vorgegebenen Gitterpunkt G&, etwa dem 
Nullpunkt O des Koordinatensystems, durch eine zusammenhängende 
Kette von Gitterpunkten verbinden lassen. Jeder Randpunkt von 
G, ist dadurch gekennzeichnet, da nicht mehr alle seine Nachbarn 
in G hineinfallen. 

Wir betrachten Funktionen «, v, ... des Ortes im Gitter, d. h. 
Funktionen, welche nur für die Gitterpunkte definiert sind; wir 
bezeichnen sie auch mit w(x,y); v(x, y), ...; für ihre vorderen 
und hinteren Differenzenquotienten verwenden wir folgende Ab- 

+ 
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+, Du) = 0, 
Ce y +) ue, ÿ) = u,, 
7 (ur, y)—u(z—k, y) = 4%, 


(ue, du, 9 =D) = 0 


Wir bilden nun aus den Funktionen « und v und ihren vor- 
deren Differenzenquotienten einen bilinearen Ausdruck 


Bu,v) — au,v,+bu,v,+cu,v,+du,v, 
+au,v+fBu,v+yuv,+ôuv, 
+ qUuv 
wobei 
QUE a(x, y), JET Qi a (x, y), GO) amet res g(æ, y) 


Funktionen im Gitter sind. 

Aus diesem Bilinearausdruck erster Ordnung leiten wir einen 
Differenzenausdruck zweiter Ordnung in folgender Weïse ab. Wir 
bilden die Summe 


h° 22 B (u, v) 


über alle Punkte eines Gebietes G, im Gitter, wobei für die Rand- 
punkte in B(u,v) die Differenzenquotienten zwischen einem inneren 
und einem äuferen Punkt Null zu setzen sind. Die Summe formen 
wir nun durch partielle Sammation um (d.h. wir ordnen nach vw), 
und zerspalten sie in eine Summe über das Gebiet der inneren 
Punkte G} und eine Summe über die Menge der Randpunkte 1. 
Wir erhalten so: 


(1) RPEDB(u,v) = —-WE>vL(u)—-hYSvR(u). 
Gr G, TEE 


L(u) ist der für alle inneren Punkte von G, definierte lineare 
»Differenzenausdruck zweiter Ordnung“: 

L(u) = (au); +(bu,), + (cu); +(du,)z 
R(u) ist für jeden Randpunkt ein linearer Differenzenausdruck, 
dessen genaue Gestalt wir hier nicht anzugeben brauchen. 
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Ordnet man > > B(u,v) nach w, so erhält man: 
G 


(2) PSE B(u,v) = —-hS SuM(r)-h DS usS(v). 
G, Gi, Th 


M(v) heift der zu L(u) adjungierte Differenzenausdruck; er lautet: 
M(v) = (av): +(v,):+(cv,); +(dv,); 
+ (œv)z 20 (Bo); OAI dv, —gv, 

während S(v) ein R(u) entsprechender Differenzenausdruck für den 


Rand ist. 
Die Formeln (1), (2) und die aus ihnen folgende Formel 


(3) LP 22 (vL(u) -uM(v)+hkD(vR(u)—usS(v)) = 0 
0 Tr 


nennen wir die Greenschen Formeln. 

Der einfachste und wichtigste Fall ergibt sich, wenn der Aus- 
druck L(u) sich selbst adjungiert ist; dies ist gleichbedeutend mit 
der Symmetrie des Bilinearausdrucks B(u,v); d.h. mit dem Be- 
stehen der Gleichungen : 

teen ie Mu) = Lu); LRU) = S(0. 
Wir kônnen in diesem Falle, statt der Betrachtung den Bilinear- 
ausdruck B(u,v) zugrunde zu legen, auch von einem quadratischen 
Ausdruck 

Q(u,u) = au; +2bu,u,+du,+2au,u+2Bu,u+qu? 
ausgehen, zu welchem der Polarausdruck 
Qu, v) = au,v,+b(u,v,+u,v,)+du,v, 
+a(u,v+uv,) + B(u,v+uv,) +guv 


gehôürt. Die Greenschen Formeln lauten dann: 


(4 223 Ou, tv) =—= TF2 27 ADR PNEU 

(4a) PS EQ(uu) = FE Sul(u -hSuR(u). 
G G;, T 

(5) RS PE RE CREER T4 AE) 0, 


Wir beschränken uns im folgenden auf Ausdrücke L(u), die 
sich selbst adjungiert sind. Der Charakter des Differenzenaus- 
druckes L(u) hängt vor allem von der Natur derjenigen Glieder 
aus Q{(u,u) ab, die in den ersten Differenzenquotienten quadratisch 
sind. Wir nennen diesen Teil von Q(u,u) die charakteristische 


102 Richard Courant, 


Form: 
P(u,u) = au,+2bu,u,+dur. 


Je nachdem nun P(u, u) in den Differenzenquotienten (positiv) definit, 
indefinit oder semidefinit ist, nennen wir den zugehürigen Diffe- 
renzenausdruck L{(u) elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch. Wir 
werden uns in den folgenden Betrachtungen im wesentlichen auf 
elliptische Differenzenausdrücke ZL(u) beschränken. 


2. Randwertaufgabe. 


Die Randwertaufgabe für lineare, elliptische, homogene Diffe- 
renzengleichungen zweiter Ordnung, welche der klassischen Rand- 
wertaufgabe für partielle Differentialgleichungen entspricht, formu- 
lieren wir folgendermafen : 

In einem Gittergebiete G, sei ein elliptischer linearer Diffe- 
renzenausdruck zweiter Ordnung gegeben. Er müge aus einem 
quadratischen Ausdruck Q(u,u) entspringen, der positiv-definit ist 
und nicht verschwinden kann, wenn nicht «, und w, selbst ver- 
schwinden. | 

Man bestimme nun in G, eine solche der Differenzengleichung 


L{u) = 0 


genügende Fanktion w, welche in den Randpunkten dieses Gitter- 
gebietes mit vorgegebenen Werten übereinstimmt. 

Die Theorie dieser Randwertaufgabe ist äuBerst einfach. Unsere 
Forderung wird dargestellt durch ebenso viele lineare Gleichungen 
wie es innere Gritterpunkte des Gittergebietes, also zu bestimmende 
Funktionswerte w, gibt. Einige dieser Gleichungen, nämlich soweit 
sie zu Gitterpunkten gehôüren, welche mit ihren vier Nachbarn im 
Innern liegen, sind homogen; andere, bei welchen Randpunkte des 
Gittergebietes miteingehen, sind inhomogen. Setzen wir die rechten 
Seiten dieses inhomogenen Gleichungssystemes gleich Null, so folgt 
aus der Greenschen Formel (4a) sofort das Verschwinden der linken 
Seite, und wegen des Definitheitscharakters von Q(w,u) auch das 
Verschwinden von w. Die Differenzengleichung hat also als Lôsung 
identisch Null, wenn die Randwerte verschwinden, oder mit anderen 
Worten, die Lüsung ist durch die Randwerte, wenn überhaupt, 
eindeutig bestimmt. Wenn aber ein lineares Gleichungssystem mit 
ebenso vielen Unbekannten wie Gleichungen die Eigenschaft besitzt, 
daB bei verschwindenden rechten Seiten auch die Unbekannten 
sämtlich verschwinden müssen, so besagt der Fundamentalsatz der 
Gleichungstheorie, daB bei beliebig vorgegebenen rechten Seiten 
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genau eine Lôüsung vorhanden sein mu. In unserem Falle also 
folgt die Existenz einer Lôsung der Randwertaufgabe. 

Wir sehen also, daf bei den elliptischen Differenzengleichungen 
die eindeutige Bestimmtheit und die Existenz der Lôsung der Rand- 
wertaufgabe aufs engste durch den Fundamentalsatz der Theorie 
der linearen Gleichungen miteinander zusammenhängen, während 
in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen bekanntlich 
beide Tatsachen einen gänzlich verschiedenartigen Charakter zu 
tragen scheinen und mit ganz verschiedenartigen Methoden bewiesen 
werden müssen. 

Es sei noch kurz darauf hingewiesen, daf man für die Diffe- 
renzengleichungen ohne weiteres eine Greensche Funktion definieren 
kann, und daf diese Greensche Funktion derselben Symmetrie- 
Bedingung genügt wie die Greensche Funktion bei Differential- 
gleichungen. 


8. Grenzübergang zur Lôsung der Differential- 
gleichung. 


Legen wir jetzt solche Gittergebiete G, zugrunde, die zu einem 
von Jordanschen Kurven begrenzten Gebiet G der (x, y)-Ebene 
gehôren, und lassen wir die Maschenweite À des Netzes gegen 
Null konvergieren, so gelangen wir in der Grenze zur Lôüsung der 
Randwertaufgabe der entsprechenden partiellen Differentialglei- 
chung. Wir erhalten damit einen gleichzeitig einfachen und doch 
tiefgreifenden Beweis für die Existenz dieser Liôsung. Die Haupt- 
schritte des Beweises seien hier kurz skizziert. 

Wir nehmen an, es sei ein Differentialausdruck zweiter Ord- 
nung L(u) vorgegeben, der aus einer quadratischen Differentialform 


Ou Ou Ou Ou \? 
Que 0) = a( 5% n) +26 —  +a(s) 


+2a sut 2p ut gut 


entspringt. Die Koeffizienten seien einschlieRlich des Randes von 
G stetige Funktionen des Ortes. Q(u,u) besitze in jedem Punkte 
den oben (S. 5) angegebenen Definitheitscharakter. Aus dieser 
Differentialform Q(u, u) bilden wir zu jedem Gittergebiet G, einen 
Differenzenausdruck Q,(u,u), indem wir die Differentialquotienten 
durch Differenzenquotienten ersetzen. Aus Q, (uw, u) entspringt dann 
ein Differenzenausdruck zweiter Ordnung L,(u). Die für das Gitter- 
gebiet G, vorgeschriebenen Randwerte seien dadurch bestimmt, 
daB sie in diesen Randpunkten mit den Werten einer Funktion 
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f(x, y) des Ortes übereinstimmen, welche ihrerseits in einem das 
ganze Gebiet G im Innern enthaltenden Gebiet definiert und dort 
mit ihren ersten Ableïtungen stetig ist. Dann existiert das Doppel- 
integral 


If Q(F, f) dx dy. 


Aus dieser Voraussetzung folgt leicht, daB auch die Summe 
h° >> Q,(f,f) erstreckt über alle Gitterpunkte von G, unterhalb 


einer pere d.h. von » unabhängigen Schranke M bleibt. Be- 
zeichnet nun «” die Lüsung der Randwertaufgabe für die Maschen- 
weiten k, so erkennt man leicht, daf 


1° > Qu, u®) = 7° 22 Q (F1) 


ist; daher werden auch alle Werte 


h2 »à >, Q, (u®, u®) 
Gi 


unterhalb der festen Schranke M liegen. 

Nunmehr hat man zu zeigen, daB die Funktionen u” im Gitter- 
gebiete G, in folgendem Sinne gleichartig stetig sind: Die Diffe- 
renz der Werte von « in zwei Gitterpunkten des Gittergebietes 
G, liegt unterhalb einer nicht von X und nicht von der Lage der 
beiden Punkte abhängigen Zahl, welche mit dem Abstand der 
beiden Gitterpunkte zugleich gegen Null konvergiert. Den Beweis 
dieser Tatsache führen wir am einfachsten Falle der Differenzen- 
gleichung 


Lu) = ():+ (0); 
= . (u(z+h,y) +u(x, h+y)+u(z—h,y)+u(x,y—h)—Au(x, y) = 0 


der ,Potentialgleichung im Gitter“ !). Die Bedeutung dieser Glei- 
chung ist, da der Funktionswert in jedem Gitterpunkte gleich 
dem arithmetischen Mittel der Funktionswerte in den vier benach- 
barten Gitterpunkten ist. Daher muf in der Umgebung jedes 
inneren Gitterpunktes stets ein weiterer liegen,, in welchem der 
Fanktionswert w nicht grôBer und ebenso ein solcher, in dem er 
nicht kleiner ist?) Sind nun P, und P, zwei Gitterpunkte mit 


1 


1) In dem allgemeinsten Falle ist mir die Durchführung noch nicht befriedi- 
gend gelungen. 

2) Hieraus folgt für solche , Potentialfunktionen im Gitter“ sofort der Satz, 
da$ Maximum und Minimum stets am Rande eines Gittergebietes angenommen 
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den Funktionswerten *, und «,, und ist etwa «, —4,, so kann 
man eine von P, nach dem Rande von G, laufende zusammen- 
hängende Kette von Gitterpunkten konstruieren, längs welcher 
der Funktionswert « stets zunimmt oder nicht abnimmt, und ebenso 
von P, eine weitere solche Kette, längs welcher der Funktions- 
wert abnimmt oder nicht zunimmt. Wäre unsere Gleichmäfig- 
keitsbehauptang unrichtig, so gäbe es bei abnehmendem eine 
Folge solcher Punkte-Paare P, und P,, deren Abstand mit k gegen 
Null konvergiert, und für welchen dennoch die Differenz uw, — w, 
oberhalb einer festen positiven Schranke « bleibt. Wir dürfen 
annehmen, daf diese Folge von Punkte-Paaren gegen einen be- 
stimmten Grenzpunkt P konvergiert und kôünnen dann einen Wider- 
spruch aus der Beschränktheit der Grüfen 


PSE Qu) = IS D(ut+n) 
G Gr 


folgendermafen herleiten !): 

Wir nehmen zuerst an, der Grenzpunkt P liege im Innern, 
dann müfte es in beliebiger Nähe von P, etwa in einem Abstand 
kleiner als &, bei hinreichend kleinem k, zwei Punkte P, und P, 
des Gitters G&, geben, für die die Differenz der Funktionswerte 
u, —%, grôBer als eine von «& unabhängige positive Zahl « wäre. 
Wir schlagen nun um P Kreïise in den Abständen &, 5+24, ..., 
ë+2nh, ..., e+2Nh; N ist bestimmt durch 


e+2NhR<R<e+2(N+l)h 


wo Xi den Abstand des Punktes P vom Rande bedeutet. Es muf 
nun in jedem der so entstehenden Kreisringe je ein Punkt P; der 
einen und ein Punkt P' der anderen Kette liegen, zwischen denen 
der Unterschied der Funktionswerte #!—u, mindestens gleich « 
ist. Diese beiden Punkte kônnen wir durch eine ganz im Innern 
des Kreiïsringes verlaufende zusammenhängende Gitterpunktskette 
verbinden. Bezeichnen wir mit d die Differenz der Werte von « 
in zwei aufeinander folgenden Punkten dieser Kette, so gilt: 


(6) eu =u, = Sd= Sd. 


Das gilt erst recht, wenn wir die Summe rechts über alle im 
Kreïsring vorkommenden Differenzen zwischen Nachbarpunkten 


wird. Eïindeutigkeit und Existenz der Lôsung der Randwertaufgabe ergeben sich 
daraus unmittelbar. 

1) Vgl. zu dieser Schlufweise auch meine Methode zur Untersuchung de 
Ränderzuordnung der konformen Abbildung, z. B. diese Nachrichten 1914, S. 101f., 
1922, S. 69f, sowie Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 2. Aufl., 1925, S. 373f. 
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erstrecken. Wenden wir auf die Summe die Schwarzsche Un- 
gleichung an, so folgt aus (6) 

£=2AXd = 2AhS(u+u;), 
wo À — A(n) die Anzahl der im #-ten Kreisring vorkommenden 
Punkte ist; wir kônnen sie leicht abschätzen. Es ist A(n) kleiner 
als die Anzahl der den Ring ganz oder teilweise bedeckenden 
Quadrate des Gitters; und also ist ,? A(n) kleiner als die Summe 
der Flächeninhalte des Kreïisrings und seiner beiden Nachbarringe, 
woraus sich ohne weiteres für 2=n = N ergibt: 


e+2hn 


AG) =c 7 (ce = const.) 
Setzen wir diesen Wert ein, so erhalten wir 
oc k 
Rs RER À | 2 2 
2c e+2hn 7 Z(+u). 
Summieren wir nun über alle Kreisringe von # — 2 bis n — N, 


so erhalten wir auf der rechten Seite eine Summe, die wir nur 
vergrôBern, wenn wir sie über alle Punkte des Gitters G, er- 
strecken. Wir erhalten dann: 


ce? N 


(7) D 44e De SEE +) EM 


Bei hinreichend kleinem À wird Re den obigen Festsetzungen: 
e+2hN der Grôüfe R beliebig nahe kommen; und infolgedessen 
wird die linke Seite von (7) sich beliebig wenig von ad S 
unterscheiden. Es mu daher bei beliebig kleinem à — 0 

Et <M+0 
sein; und das ist unmôglich, da & beliebig klein gewählt werden 
konnte. 

Liegt dagegen der Grenzpunkt P am Rande, so schliefen wir 
folgendermaBen. Wir kônnen annehmen, daf f im Punkte P den 
Wert Null hat. Wegen der Stetigkeit von ? gibt es sicher einen 
Kreis um P mit dem nur hinreichend klein zu wählenden Radius 
Æ, so da8i der Wert von f innerhalb dieses Kreises absolut ge- 
nommen kleiner als a ist. Von irgend zwei Punkten des Gitter- 
gebietes G,, in denen sich die Funktionswerte # um mehr als « 
unterscheiden, hat sicher in einem « einen absoluten Betrag grôBer 
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als on es unterscheidet sich also um mehr als 5. von den Werten 


in allen Randpunkten, die innerhalb des Kreises mit dem Radius . 
R um P liegen; dasselbe gilt erst recht von den Werten von 
in den Punkten einer der beiden oben definierten Kette, die von 
diesem Punkte ausgehen. Diese Kette kann daher nicht innerhalb 
des Kreises in den Rand münden. Nun kann man wieder genau 
dasselbe Schlufverfahren anwenden wie vorher, wobei man nur & 
dürchif — . zu ersetzen und statt der zweiten Kette das System 
der Randpunkte des (Gittergebietes G, zu nehmen hat. Der 
Widerspruch gegen die zugrunde gelegte Annahme der ungleich- 
artigen Stetigkeit ergibt sich dann genau wie oben. 

Aus der gekennzeichneten Gleichmäfigkeitseigenschaft folgt 
nun auf Grund eines Fundamentalsatzes der Analysis die Môglich- 
keit, eine solche gegen Null konvergierende Folge von Maschen- 
weiten À auszuwählen, daf die zugehôrigen Gitterfunktionen 
u®(x,y) gegen eine stetige Funktion w(x, y) in G konvergieren, 
welche die vorgeschriebenen Randwerte besitzt. Es bleibt zu zeigen, 
daf diese Funktion tatsächlich Lüsung der Differentialgleichung 
L(u) — 0 ist. Auch den Beweisgang hierftir kennzeichnen wir 
am Beispiel der Potentialgleichung, wobei wir, ohne das dies 
hier wesentlich wäre, von dem speziellen Charakter dieser Glei- 
chung Gebrauch machen wollen. Für die Lüsung u° gilt stets 
die Beziehung 


RE XOQ(u",8 = 0, 
G, 


wobei £ eine am Rande verschwindende, sonst ganz willkürliche 
Funktion im Gitter bedeutet. Ist nun P ein beliebiger Punkt in 
G, so schlagen wir zwei konzentrische Kreise um den Gitterpunkt 
P mit den Radien a und & und wählen für € diejenigen Werte, 
welche mit den Gitterpunktswerten der folgenden stetigen Orts- 
fanktion der Ebene übereinstimmen : 


é= lg. RSA 
r 

ere DÉRMREZ 0 

EN" 20 b=7r. 


Hierbei bedeutet » den Abstand eines Punktes vom Punkte P, und 
die Radien a und b sind so gewählt, daB der grôfere der beiden 


108 Richard Courant, 


Kreise mit seinem ganzen Inneren noch ganz zu G gehôürt. Durch 
Anwendung der Greenschen Formel (4) erhalten wir aus 


h? Z2 Q, (u A] #10 


die Gleichung 
MS EU" L(E) = 0. 
k 


Nun kônnen wir wegen der Konvergenz von «” den Grenzüber- 
gang ausführen. 

L, (6) verschwindet aufSerhalb des Kreisringes und in seinem 
Innern konvergiert es gegen Null. Für den Grenzwert bleiben 
somit nur noch Summen über die beiden Scharen von Punkten 
übrig, die so nahe an einem der beiden Kreiïse liegen, daf einer 
ihrer Nachbarpunkte auf der anderen Seite liegt. Man erkennt 
leicht, daB diese Summen in leicht verständlicher Bezeichnung gegen 


ef uds  bzw. _. uds 
TJXK K, 


konvergieren; so daB wir für die Grenzfunktion: 


IR ma fe uds — 0 
a 


erhalten. Diese Gleichung, in DA a und b gänzlich unbestimmt 
sind, ist aber kennzeichnend dafür, da w eine Potentialfunktion ist. 


4 Bemerkungen über das Cauchysche Anfangswert- 
problem. 


Ganz andere und sehr interessante Verhältnisse bieten sich 
bei der Behandlung des Anfangswertproblemes dar. Es seien etwa 
die Funktionswerte von « in den Gitterpunkten einer geraden 
Linie und in den Gitterpunkten der benachbarten geraden Linie 
gegeben. Dann kann man die Differenzengleichung als eine Re- 
kursionsformel auffassen, welche die Berechnurg der Funktions- 
werte in den Gitterpunkten auf den nächsten Geraden usw. er- 
môglicht. Wenn wir uns aber die Frage stellen, was für Kon- 
vergenzverhältnisse bei abnehmender Maschenweite eintreten, so 
wird das Resultat bei hyperbolischen Differenzengleichungen sein, 
daB in einem gewissen Gebiete tatsächlich eine Grenzfunktion ent- 
steht, die der Differentialgleichung genügt; dagegen wird im Falle 
elliptischer Differenzengleichungen im allgemeinen Divergenz ein- 
treten. Damit sich Konvergenz gegen eine Lôsung der Diffe- 
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rentialgleichung ergibt, müssen die vorgeschriebenen Anfangswerte 
äuferst scharfen Bedingungen unterworfen werden, welche im 
wesentlichen auf den analytischen Charakter dieser Daten hinaus- 
laufen. 


5. Schlufbemerkungen. 


Die engen Beziehungen der elliptischen Differenzengleichungen 
zur Variationsrechnung liegen auf der Hand. Diese Beziehungen 
ermôglichen es uns, die Theorie der elliptischen Differenzenglei- 
chungen auch auf den Fall auszudehnen, daf die diskreten Stellen 
der Ebene, in welchen wir die Funktionswerte betrachten, nicht 
aus einem einfachen quadratischen Punktgitter bestehen, sondern 
nach anderen Gesetzen oder auch mehr oder weniger regellos ver- 
teilt sind. Grerade solche allgemeineren Ansätze dürften auch ein 
besonderes Interesse für die Anwendungen beanspruchen, wo man 
es mit kristallinischen Strukturen allgemeinerer Art oder auch 
mit nichtkristallinischer Struktur der diskreten Materie zu tun hat. 

Im übrigen ist es, wenn man von Minimumproblemen ausgeht, 
für manche Zwecke auch von Interesse, von vornherein die Lage 
der diskreten Punkte des unregelmäfBigen Gitters unbestimmt zu- 
lassen und durch die Minimumforderung mit zu bestimmen. 

Die Übertragung der hier angedeuteten Gredankenreihen auf 
mehr als zwei unabhängige Veränderliche bietet keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten, nur kann man hier nicht mehr so einfache Kon- 
vergenzverhältnisse erwarten, wie in der Ebene. 
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Uber eine neue Klasse von kovarianten Funktionalaus- 
drücken, welche aus Variationsproblemen entspringen. 


Von 
Richard Courant. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 18. Dezember 1925. 


Die grofe Rolle, welche die Variationsrechnung für die Ana- 
lysis spielt, beruht auf zwei verschiedenen Momenten. Einmal 
gewähren uns die Gresichtspunkte der direkten Methoden der Va- 
riationsrechnung einen unmittelbaren Zugang zur Lüsung von Rand- 
wertaufsaben und verwandten Problemen; zweitens aber liefert 
der Formalismus der Variationsrechnung in zwangloser Weise 
Differentialausdrücke, welche gegenüber beliebigen Koordinaten- 
transformationen invariant bezw. kovariant bleiben. Gerade dieser 
zweite Gresichtspunkt hat in der letzten Zeit eine besondere Rolle 
gespielt, seit sich, veranlaft durch die Relativitäts-Theorie, das 
Bestreben herausgebildet hat, physikalische Gesetze in kovarianter 
Form zu schreiben. Die kovarianten Grundgleichungen der Rela- 
tivitäts-Theorie werden seit dem Vorgang von Hilbert nach dem 
Hamiltonschen Prinzip gewonnen, und auch die späteren Ansätze, 
welche zur Verallgemeinerung der ursprünglichen Relativitäts- 
Theorie ersonnen worden sind, besonders auch die neuen Arbeiten 
von Einstein, knüpfen an die Variationsrechnung an. Das Be- 
streben ist immer, auf diesem Wege müglichst einfache Kovarianten 
zu erhalten, durch deren Nullsetzung man den adäquaten Ausdruck 
der Naturgesetze zu treffen sucht. Es handelt sich dabei überall 
um Differentialausdrücke, entsprechend der Idee, daB die Natur- 
gesetze die Form von Differentialgleichungen haben müssen. 

Vielleicht ist es gerade in dem erwähnten Zusammenhange 
von einem gewissen Interesse, daB eine nicht fernliegende Er- 
weiterung des traditionellen Rahmens der Variationsrechnung uns 
die Môglichkeit zur Bildung grofer Klassen von neuartigen Ko- 
varianten an die Hand gibt, welche man vielleicht am besten als 
Integro-Differential-Kovarianten oder allgemeiner als 

Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1925. Heft 2. s 
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Integro-Differential-Funktional-Kovarianten be- 
zeichnen kann. Ich will den mathematischen Ansatz durch eine 
physikalische Betrachtung plausibel machen. Deuten wir das In- 
tegral, durch dessen Variation wir die fraglichen Kovarianten er- 
halten, etwa als Energie, so entspricht der gewôhnliche Ansatz 
der Hypothese, daf die Energie eines Kontinuums sich additiv zu- 
sammensetzt aus den lokalen Energien der einzelnen Stellen, und 
daB diese lokale Energie lediglich abhängig ist von dem Zustand 
an der betreffenden Stelle und ihrer unmittelbaren Nachbarschaft, 
d. h. von einer oder mehreren Funktionen des Ortes und gewissen 
ihrer Differentialquotienten. Es liegt nun nahe, diese einfachste 
Hypothese aufzugeben und auch solche Ansätze in Betracht zu 
ziehen, bei welchen die Energie des Systems erst durch Berück- 
sichtigung von mehr oder weniger komplizierten Wechselwirkungen 
bestimmt werden kann. Derartigen physikalischen Vorstellungen 
entsprechen die folgenden mathematischen Ansätze. 

Ebenso, wie man die üblichen Eulerschen Differentialausdrücke 
als Gradienten der zugrundegelegten durch das Variations- 
problem repräsentierten Funktionenfunktion auffassen kann, wer- 
den wir in den hier aufzustellenden Kovarianten die Gradienten 
gewisser allgemeinerer Funktionenfunktionen zu erblicken haben. 
Diese Auffassung beleuchtet den kovarianten Charakter unserer 
Ausdrücke und weist zugleich den Weg zu weiteren Verallgemeine- 
rungen im Grebiete des Funktionalkalküls. 


1. Der einfachste Fall. 


Wir gehen aus von einer Funktion 


F'(x,, u,, u,, DE +; 5 ..; La Uy, Us He! .) 
der n Variabelnreïhen %,, u,,u!,... (i = 1,...,n). Die Variabeln 
z,,...,%, Sollen auf das Gebiet 0 = x, = 1 beschränkt sein. Es sei 


u(x) eine Funktion in diesem Intervall, und es werde in F die 
Einsetzung 
Hit) Aire AGE 


du, = (x) us, = U'(R) 


gemacht!)}. Dann betrachten wir das Integral: 


1 1 
A es PC F dx,...dm,. 
0 0 


1) Hier wie überall in dieser Arbeit setzen wir die Existenz und Stetigkeit 
aller in den Formeln vorkommenden Ableitungen voraus. 
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Wir machen von vornherein die Annahme, daf F in den # Va- 
riablenreihen symmetrisch ist, eine Annahme, die offenbar keine 
Beschränkung der Allgemeinheit nach sich zieht, weil jedenfalls 


ist, wobei die Summe über sämtliche durch Vertauschung der In- 
dizes in F entstehenden Funktionen zu erstrecken ist. 

Ersetzen wir die Funktion (x) durch eine mit einem Para- 
meter & gebildete Funktion w(x)+en(x), so erhalten wir für die 
erste Variation des Integrals J unter Benutzung der Symmetrie 
von F unmittelbar nach der Methode der klassischen Variations- 
rechnung den Ausdruck: 


def 
de ls —0 
: (PAROTÉIPTUL At ol "da 0 
» [ azn(e)) [+ f 


1 1 1 
+nn did SL 
0 o \9M dx, du; 


Es wird mithin der unter dem Integral stehende Faktor von %(x;), 
d. h. der Ausdruck 


d 0F d’ ÔF 
1e f = dx, Ou; Fe du! — +) da, de, 


eine Kovariante des Integrals J oder des Ausdrucks F. Wir 
kônnen diese Integrodifferentialkovariante auch in die 
Gestalt 


1 1 1 1 
sf ..f Fas,.… ds n per | ef Pda... dm, +. 
Ou, J, : dx, ôu, J, 0 | 


setzen. 


0 


Die hier geschilderte Kovariantenbildung führt, wenn der Inte- 
grand F quadratisch von der Funktion « und ihren Ableitungen 
abhängt, auf lineare Integro-Differentialausdrücke. Additive Be- 
standteile von F, in denen nur eine der Variabeln x,,...,4%, vor- 
kommt, führen zu gewühnlichen Eulerschen Differentialausdrücken 
als Bestandteilen der entstehenden Kovarianten. 


Neuartige Verhältnisse liefert schon das Beispiel des me 
8* 
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granden 


F — ua) u(y) V1 +w (a) + (y), 
wobei wir æ und y statt der Variabeln x, und x, gesetzt haben. 
Es ergibt sich die Kovariante: 
u(y) w' (x) 
(a) +w (y) 
und durch Nullsetzung dieser Kovariante erhält man eine Funk- 
tionalgleichung von einer bisher wohl noch nicht behandelten Art. 


: / 2 ! 2 d $ 
IRON ETCECON ES CNRS 


2. Bindungen zwischen den Variabeln x,,...,2,. 


Zu weiteren Typen von Kovarianten gelangt man, wenn man 
die GrôBen x,,...,x, nicht unabhängig voneinander das Intervall 
durchlaufen läft, sondern sie einer Anzahl von Bindungen unter- 
wirft, etwa indem man sie als Funktionen 


SAN PA (OR | 
von » unabhängigen Parametern #,...,{, auffaBt, welche ihrerseits 
wieder jeweils in dem Gebiet 0 <t,< 1 variieren (Zn). Wir 
setzen voraus, da wir als diese Parameter À beliebige der Werte 
%,.., 4, Wählen kônnen, und da bei beliebiger Wahl dieser 
Werte die übrigen Koordinaten x, in eindeutiger Weise bestimmt 
sind. Von der Funktion F verlangen wir dabei nicht mehr die 
Symmetrie. 
Wir bilden nun die erste Variation des Integrals 


1 1 
= ff Fdt,… dé 
0 0 


in der üblichen Weise und erhalten: 


AR NA ne nr) + À a Ga) ++ ja, EM 


Um zu erreichen, da in den Funktionen »,7',... stets dieselbe 
Variable auftritt, transformieren wir für jeden Summanden die 
Variablen #,,...,t,, in Variable x, 8,,...,s, durch: 

A FEI 1 (æ, So) F3 29 83) 

= ti (TS. S) 


und zwar derart, daf gerade 
RG, 4) = 2% 
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wird, wo f, die oben zur Einsetzung in #, benutzte Funktion von 
t,,...,t, ist. Mit andern Worten: wir transformieren die Para- 
meter so, da x, als einer der neuen Parameter auftritt, den wir 
dann nur mit x bezeichnen. —: Auch die Variablen s, sollen dabei 
das Intervall 0=s,<1 zum Bereiche haben. Die Funktional- 
determinante dieser Transformation bezeichnen wir mit 


QU dt) pr 
TN RES NE Ai 
Für die erste Variation erhalten wir nun den Ausdruck 
dT | us 
de le = 0 Ne 


ñn il 1 T 
oF d [0F & /0F | 
> 2h = leu le NN 
Efe J (ae 4 da Ë 4) Lu dx? _ 4) F | ds, Sa 


n 1 1 ñ À 
ÔE d {0F 
| 2, J -f (E A . 4) je DL Me 


und es ergibt sich als zugehôrige Kovariante der Ausdruck 


e : l/0F d /0F d /0F 
Si -f ( de dx É 2)+ (ae di) =+ Je. ET ds}, 


den wir auch in die Form 


gigi da sr 
2 -[ Fa. s, ds où J +] F4 &, dt | 


setzen künnen. 

Dabei ist die Saummation folgendermafen zu verstehen: Im 
k-ten Summanden ist die Variable x, bezw. die Funktion w, — u(x,) 
auszuzeichnen; die Variable x, wird als æ bezeichnet und neben 
h—1 Aie Variablen 5,,s,, ..., s, als unabhängige Veränder- 
liche nach der obigen Vorschrift ut t,,t, ..., l, eingefübrt. 

Da hierbei die andern Veränderlichen x, noch als von x ab- 
hängig erscheinen, so liefert uns unser Ansatz Kovarianten, in die 
nicht nur Differentiation und Integration, sondern auch noch Funk- 
tionalprozesse eingehen. Das allereinfachste und nächstliegende 
Beiïspiel erhalten wir, wenn wir » — 2 nehmen, statt des Inter- 
valls O bis 1 das Intervall — co bis +oo wählen, und die beiden 
Variablen x, und +, durch die Gleichung 


0 


24 


DE APP EN pe 


verknüpfen. Es ergibt sich dann als Kovariante ein Differenzen- 
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Differentialausdruck. Nehmen wir z. B. 
| F = u(œ)u(e +1) +f (a u(o), (2) 
so ergibt sich für die zugehôürige Kovariante: 


ff à of 
HE RD EME DES ner 

Man erkennt aus dieser Bemerkung, daB wir durch Nullsetzung 

derartiger Kovarianten Differenzengleichungen bezw. Differenzen- 

Differentialgleichungen oder Integro-Differenzen - Differentialglei- 

chungen erhalten. 


3. Verallgemeinerungen und Folgerungen. 


Es versteht sich von selbst, daf die hier geschilderten Pro- 
zesse sich ohne weïiteres auf den Fall von Funktionen von mehr 
unabhängigen Veränderlichen übertragen, und ebenso auf den Fall, 
daf nicht eine sondern mehrere Funktionen der unabhängigen Ver- 
änderlichen auftreten. 

Ferner sei daran erinnert, daf in der gewühnlichen Variations- 
rechnung sich gewisse Identitäten zwischen den zu einem Varia- 
tionsintegral gehôrigen Eulerschen Differentialausdrücken ergeben, 
sobald der Integrand eine kontinuierliche Gruppe von Transforma- 
tionen in sich gestattet'). Ganz Ahnliches gilt für die hier be- 
trachteten kovarianten Ausdrücke. 


4 Weitere Bemerkungen. 


Die durch Nullsetzung der hier entwickelten Kovarianten ent- 
stehenden Funktionalgleichungen werden im allgemeinen von recht 
komplizierter Natur sein und vermutlich einer näheren Unter- 
suchung grofe Schwierigkeiten entgegensetzen. Für den Fall jedoch, 
daB die entstehenden Funktionalgleichungen in # linearen Cha- 
rakter tragen, ist eine sehr weitgehende Diskussion môglich. Man 
hat dann, wenigstens unter gewissen Definitheitsvoraussetzungen, 
die Hilfsmittel der direkten Methoden der Variationsrechnung in 
einfacher Weise zur Verfügung. In diesem Sinne habe ich in einer 
demnächst erscheinenden Abhandlung in den Acta mathematica: 
»Über die Anwendung der Variationsrechnung in der Theorie der 
Eigenschwingungen und über neue Klassen von Funktionalglei- 


1) In der allgemeinsten Weise wurden diese Identitäten in der Arbeit von 
Fräulein E. Noether klargelegt, Nachr. d. Gütt. Gesellsch. d. Wissensch. (math.- 
phys.) S. 235—257. 1918. 
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chungen“ das Eigenwertproblem für recht allgemeine Typen 
linearer Funktionalgleichangen behandelt. Es zeigt sich, daf sich 
dann in weitgehender Weise die ganze klassische Sturm-Liouville- 
sche Theorie der Eigenwerte, Eigenfunktionen und Entwicklung 
willkürlicher Funktionen nach ihnen übertragen läft. 

Diese Probleme mit linearem Charakter stehen in engen Be- 
ziehungen zu konkreten Vorstellungen der Physik und Mechanik. 
Wie weit die allgemeinen hier entwickelten oder angedeuteten 
Fragestellungen berufen sind, der mathematischen Erfassung physi- 
kalischer Vorgänge zu dienen, mag dahingestellt bleiben. Sie ent- 
halten jedenfalls vom rein mathematischen Standpunkte aus eine 
neue Stütze für die Auffassung, da die Theorie der Differential- 
gleichungen nur ein erster Schritt auf dem Wege in at uner- 
forschte Gebiet der Analysis ist. 


Über einen Ansatz zur numerischen Lôüsung 
von Randwertproblemen. 


Von 
Hans Lewy in Gôttingen. 


Vorgelegt von R, Courant in der Sitzung vom 18. Dezember 1925. 


In einer Note in den Gôüttinger Nachrichten') hat Herr Cou- 
rant vor kurzem den Nachweis erbracht, daB die Lôüsung der 
Randwertaufgabe der Potentialtheorie gleichmäfig approximiert 
wird durch die Lüsungen einer entsprechenden Aufgabe, in der 
die Ableitungen der auftretenden Funktion durch die Differenzen- 
quotienten von Funktionswerten in diskreten Punkten ersetzt 
worden sind. Herr Courant hat diesen Gedanken weiter ver- 
folgt für aus sehr allgemeinen Variationsproblemen entspringende 
lineare Differentialgleichungen, und es gelang ihm, die entsprechen- 
den Randwertprobleme zu lüsen. Ich habe nun, ermutigt durch 
den Erfolg dieser Differenzenmethode und angeregt durch persün- 
liche Gespräche, in meiner Doktordissertation den Nachweis er- 
bracht, daf in der Tat unter gewissen sehr einfachen und wenig 
einschränkenden Voraussetzungen die Lôsungen der entsprechenden 
Differenzenaufgaben gegen die Lüsung des Variationsproblems 


1 
(1) J F(a,y,y)de = Min, y(0) = &, y(l) = a 


konvergieren, und daB sogar die ersten Differenzenquotienten gleich- 
mäfig die entsprechenden Differentialquotienten approximieren. Es 
wird also ausreichen, wenn man zur numerischen Berechnung der 
Lüsung von (1) nur die ,Polygonlôsungen“ der /Aufgabe 


ñn — 
(2) LS Fa, EU) = Min. 
vil 
V 


berechnet. Hierbei ist ! — Le = Ti Vo = Go Un = À und # 


1) 23. 10. 1925. 
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selbst ein ganzzahliger positiver Parameter, der gegen co streben 
wird. 

Der Ausgangspunkt der numerischen Methode, die ich nun 
auseinandersetzen will, ist, wie ich nachträglich bemerkt habe, 
mit andrer Tendenz von Hadamard in seinem ,Mémoire sur les 
plaques encastrés“ !) benutzt worden, und ist folgender: 

Ich frage nach der bestmôglichen Verbesserung von vorgelegten 
Werten ÿ, (v — 1,2,..., n—1) im Sinne unseres Differenzenproble- 
mes (2). Dabei soll die Verbesserung selbst infinitesimal klein 
und die Summe der Quadrate der Verbesserungen eine feste Zahl 
sein. Das ergibt zur Bestimmung der Korrektion s%, das Problem: 


0 0 
4 S RER } » (ne Ed LR 


V1] l 
— 1Max. 
n—1 


D D = € — konst. 
1 


für ,sehr kleines“ s. Die erste Forderung geht durch Ausrechnung 
über in | 


ME Ge GRUE gp 
re, ( UE SE Des 
or oF ,— 3 
Hier bedeutet GE nichts anderes als Dr Ce Yr tb) etc. etc. 


Halten wir & fest und setzen, worauf es nicht ankommt, die Kon- 
stante 
foi Ta si 0, OF, OF, \ 
02 Fat I ; re La 42 & y—-1 


D (DU 21 


PU OF; OP (0H) 
(er. Tan Ty op ) 

so folgt eus der Schwarzschen Ungleichung, da das Maximum 

von [5% E, (FF angenommen wird und gleich S'7 > EYE) ist, 

falls » proportional zu E, (#) ist. Wir haben durch unsere Be- 

stimmung von € bewirkt, daf gerade 


mn = E, (À) 


ist. 
Wir schreiten nunmehr zur Bestimmung eines passenden Wertes 
des vorhin erwähnten & Da wir müglichst schnell unsere Summe 


1) Paris 1908; Mémoires de divers savants. 
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(2) erniedrigen wollen, so wird es ratsam sein, dieses & so gro zu 
wählen, dai man gerade die stärkste Abnahme der Summe (2) 
erhält, wenn man , durch ÿ,+e, — y+eE,(F) ersetzt; d.h. 
man bestimme s — & aus der Forderung, daB die Verbesserung 
für & — & stationär ist: das ergibt die Bestimmungsgleichung für & 

n—1 0 1 

Z E,(F)E,(F) = 0; 

DEL 

0 0 0 0 
Fe 2 F(z, Y,+Em Te de he) 

Über das Vorzeichen von & läBt sich im Voraus einsehen, daB es 
negativ ist; eine Folge der Definition von &. Setzt man voraus, 
da die Samme (2) gegen co strebt, wenn mindestens ein |y,| über 
alle Grenzen wächst, so folgt, daf & einen endlichen Wert besitzt, 


sobald mindestens ein E,(F ) + 0 ist. Man setze nun 


+83, = 
und wende auf 7, dasselbe Verfahren wie vorher auf 7, an. D.h. 
man bestimme E(F) = », und & und setze %, = ÿ,+eé,. Auf 
y, wende man dasselbe Verfahren an u.s.f. Wir behaupten, daf 
das Verfahren die Werte von Y, gegen die Lüsung der Eulerschen 
Differenzengleichung 
E,(F) à Ù; ALL RS 
konvergieren läft, wenn # gegen co strebt. Nach der gemachten 
Voraussetzung über das Verhalten der Summe (2) bei grofen [7,| 
sind alle {y,| beschränkt. Es existiert also eine Häufungspolygon- 
fanktion k. Wenn für diese nicht die Beziehung 
oF h,—h,.\. 0 oF se 
EF) = 1 eh, le) + Ce Ce den = 0 
bestände, so gäbe es zwei endliche GrôBen x — 0 und r —0, sodaf 
die Verbesserung h, — h,—x£ÆE,(F(h)), die durch unser Verfahren 
geliefert wird, die Summe (2) um mehr als t.x D E’(F(h)) ver- 
kleinert. Für eine 4, hinreichend benachbarte Polygonfunktion h! 
gibt es entsprechende 7’ und x’, die gegen Tr und x konvergieren, 
wenn h, gegen k, strebt. Es konvergiert aber 
IDF, =) gegen 1X Fr, h,, = 
und 


ZE,(F(W) gegen ZE, (F(). 
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Das bedeutet einen Widerspruch, denn die Verbesserung von (2) 
kann nicht gleichzeitig gegen O0 und gegen eine positive Zahl kon- 
. vergieren. Unser Verfahren Kkonvergiert also gegen die Lôüsung 
der Eulerschen Differenzengleichung 


BF) 0: 


Die Grôfen E,(F) liefern — wenigstens prinzipiell — eine Ab- 
schätzung, wie weit unsere »-te Näherung Ÿ, von dem wahren 
Werte k, noch entfernt ist. 

Selbstverständlich ist es nicht etwa nôtig, den vorhin mit 
8, &, .… bezeichneten Proportionalitätsfaktor der Verbesserung genau 
in der angegebenen Weise zu wählen. Es wird z. B. genügen, ihn 
seinem Betrage nach nicht grôBer als |&|, (él, ... und nicht kleiner 
pee 
CHAN 
Hat man nun angenähert das lôsende Polygon mit # +1 Ecken 
bestimmt, so kann man zum lôsenden Polygon mit 2n+1 Ecken 
aufsteigen, indem man die Polygonlüsung mit »+1 Ecken als erste 
Näherung des Iôsenden Polygons mit 2n +1 Ecken auffaft. 

Die vorhergehenden Angaben stellen die ersten rohen Ansätze 
eines numerischen Verfahrens dar, das nicht blof auf Probleme 
der Form (1) und verwandte beschränkt zu sein scheint. Ich bin 
mir bewuñt, daf seine Vorzüge und Fehler erst durch die Praxis 
werden erschlossen werden kônnen; darum halte ich es auch noch 
für verfrüht, genauere Angaben und eventuelle Kunstgriffe mit- 
zuteilen, die die Rechnung abzukürzen und die Schnelligkeit der 
Konvergenz zu erhôhen geeignet sein kônnten. 


als : ,--. Zu machen. 


Bemerkungen zur Frage 
der numerischen Auflôsung von Randwertproblemen, 
die aus der Variationsrechnung entspringen. 


Von 
Richard Courant, 


Vorgelegt in der Sitzung vom 18. Dezember 1925. 


Der theoretische Grundgedanke des Ansatzes, welchen Herr 
Lewy in der vorangehenden Note zu der Frage der numerischen 
Auflôsung von Variationsproblemen entwickelt hat, findet sich, 
allerdings in etwas anderem Zusammenhange, schon in einer Arbeiït 
von Hadamard; es bleibt jedoch das Verdienst von Herrn Lewy, 
daf er nicht nur diesen Gedanken selbständig neu gefunden hat, 
sondern vor allem, daf er seine Bedeutung für die Frage der 
numerischen Behandlung von Randwertproblemen erkannte. Da, 
wie mir scheint, der Ansatz von Herrn Lewy mannigfacher An- 
wendung und Weïterentwicklung für die Zwecke der numerischen 
Rechnung fähig ist, so müchte ich ihn in den folgenden Zeïlen 
von verschiedenen Gresichtspunkten aus ein wenig beleuchten. 

Den Grundgedanken der Methode, die ich als ,Methode 
des stationären Ausgleichs“ oder ,Gradienten- 
.methode“ bezeichnen môchte, kann man in recht allge- 
meiner Form folgendermaBen aussprechen: Handelt es sich um 
die Bestimmung von gewissen Grôfien oder Funktionen, welche 
dadurch charakterisiert sind, daf für sie ein gegebener Aus- 
druck zu einem Minimum gemacht wird, so fasse man diese 
GrüBen bezw. Funktionen auf als asymptotisches Ergebnis eines 
zeitlichen Verlaufs, eines , Ausgleichsvorganges“,/von irgend welchen 
mehr ober weniger willkürlich gewählten Anfangswerten aus. Soll 
z. B. eine Funktion (x) bestimmt werden, so sehe man diese 
Funktion w(x) an als den Grenzwert für limé — co von einer 
Funktion v(x,t) zweier Veränderlicher. Diese Funktion von zwei 
Veränderlichen soll etwa für é — 0 mit einer willkürlich gegebenen 
Anfangsfunktion übereinstimmen und als Funktion von { so be- 
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stimmt warden, daB der zum Minimum zu machende Ausdruck sich 
môglichst schnell seiner unteren Grenze nähert. Ist dieser Aus- 
druck etwa ein Integral 


1 
() J — î1 F(x, (x), p'(x), ...)dæ p(0) — a, p(1) = bd 
0 


so fassen wir die Argumentfunktion (x) in diesem Integral als 
Fanktion q(x,f) eines weiteren Parameters & neben æ auf und 
bilden nach dem üblichen Verfahren der Variationsrechnung 


aT lp 
ji Î ie 


mit dem Eulerschen Differentialausdruck, dem Gradienten von J 


FF. d 0oF 


Wir kônnen nunmehr dafür sorgen, da8 dieser Differentialquotient 


. ständig für alle Werte von { negativ bleibt, daB also J sich 


ständig seinem Minimumwerte nähert, indem wir setzen 


… = —Elyl.p, 

wobei der Proportionalitätsfaktor p noch eine beliebige positive 
Funktion von x und # sein darf — die Willkür dieses Faktors 
entspricht der Môglichkeit, an Stelle von { einen anderen Zeitpara- 
meter einzuführen. Im einfachsten Falle werden wir geneigt sein, 
diesen Proportionalitätsfaktor gleich eins zu wählen, und demgemäf 
an Stelle der Eulerschen Differentialgleichung 


(2) Elu] = 0 
des ursprünglichen Variationsproblemes die ,Wärmeleitungs- 
gleichung“ 
(3) = — Er] 
zu setzen. Deren Lôsung bei den gegebenen Randbedingungen 
und beliebigen Anfangswerten wird dann asymptotisch mit wach- 
sendem # dem durch die Differentialgleichung (2) gekennzeichneten 
stationären Zustande sich angleichen. 

Ganz ebenso liegen die Dinge im Falle von Variationsproblemen 
mit mehreren unabhängigen Veränderlichen. Betrachten wir z. B. 
das klassische Variationsproblem für die Randwertaufgabe der Po- 
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tentialtheorie, d. h. das Problem, 
(4) T = f {+ aray 
G 


bei vorgegebenen Randwerten für ein Gebiet G zum Minimum zu 
machen, so führt unser Ansatz sofort auf die Wärmeleitungsgleichung 


Ov 

dt — PAU 
Diese Wärmeleitungs- oder Diffusionsgleichung hat also die ein- 
fache Bedeutung, da der Energieausdruck auf schnellstem Wege 
seinem Minimumwerte zustrebt. 


Daf tatsächlich die Lüsung der Eulerschen Differentialgleichung 


Ju —Ù 
oder allgemeiner 


(5) Elu] = 0 


sich in der gekennzeichneten Weise als asymptotischer Wert aus 
der Lôsung der , Wärmeleitungsgleichung“ ergibt, erkennt man 
bei linearen (elliptischen) Differentialgleichungen Æ{u] — 0 z.B. 
auf folgende Weise: Es sei w die Lôüsung des Randwertproblemes 
für (5), deren Existenz wir als bekannt voraussetzen, und es sei 
v eine denselben Randbedingungen genügende Lôsung der , Wärme- 
leitungsgleichung“ 


(5) D = El), 


welche für 4 — 0 in eine gegebene Ortsfunktion übergeht, so wird 
die Funktion w — v—…u eine ebenfalls der Differentialgleichung 
(6) genügende Funktion mit gegebenen Anfangswerten, nunmebr 
aber verschwindenden Randwerten sein. Sind 


U,; Us Us ES 
bezw. 

Eve PT (4 => 0) 
die Eigenfunktionen bezw. Eigenwerte der Differentialgleichung 
(7) . Elu] + Au = 0 | 


bei verschwindenden Randwerten, so kônnen wir die Lüôsungen 
der Wärmeleitungsgleichung (6) in der Form 


Es EL 
D'ÆrS Ce u, 
n=1 
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ansetzen!) und die Koeffizienten c, den etwa für { — 0 gegebenen 
Anfangswerten anpassen. Man erkennt sofort, da in der Grenze 
für wachsendes { diese Lôsung w gegen Null konvergieren muf, 
womit unsere Behauptung begründet ist. 

Übrigens kann man diese Behauptung auch aus der vermittelst 
(3) folgenden Gleichung 


dJ 


GES À f fetraxay 


(@) 
oder der allgemeineren 


aJ L 
TPPRE = f frs dx dy 
G 


herleiten. Man hat dabei vor allem zu berücksichtigen, daB die 
GrôBe J nach unten beschränkt ist, also mit wachsendem + einer 
unteren (Grenze zustreben mufñ. 

Es sei darauf hingewiesen, daB nicht nur Randwertprobleme, 
sondern z. B. auch Probleme der Auflôsung linearer oder nicht- 
linearer Gleichungen sich durch die Methode des stationären Aus- 
gleichs behandeln lassen. Ist z. B. ein System von » linearen 
Gleichungen 


mn 
f(x) = ,2 a Fr — d; G= 1,2, 440) 
= 


für die » Unbekannten x, x,, ..., 4, gegeben und setzen wir der 
Einfachheit halber voraus, da dieses Gleichangssystem wirklich 
genau eine Lôüsung besitzt, so betrachten wir das Minimumproblem 


Q(x,, Ge Zn) Fa > vi (x) — a) er Min., 


wobei die positiven GrôBen y, noch verfügbare Gewichte darstellen. 
Der unserer Methode entsprechende Ansatz führt dazu, das lineare 
Gleichungssystem durch das folgende System von Differential- 
gleichungen für # unbekannte Funktionen x;({) zu ersetzen: 


d 
_… Ra — ZX amp: ifi(e)— ci} G—1,2,...,n). 
4 


Man erkennt sofort, daf die Lüsungen dieser Differentialgleichungen 
bei beliebigen Anfangswerten gegen die gesuchte Lüsung der ge- 
gebenen linearen Gleichungen konvergieren müssen. Denn es wird, 


1) Jedenfalls unter gewissen, ‘hier nicht besonders zu formulierenden Voraus- 
setzungen. 
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wenn wir den Ausdruck Q(x,,...,«,) als Funktion Q(t) der Zeit £ 
auffassen, 


_ nr 2 - Gi Vi LE a al} 


und, da der positive Ausdruck Q mit wachsendem # immer abnimmt, 
also einen bestimmten Grenzwert hat, mu8 der Differentialquotient 
= jedenfalls die obere Grrenze Null besitzen. Aus der voraus- 
gesetzten eindeutigen Lüsbarkeit der linearen Gleichungen folgt 
jetzt fast unmittelbar die Konvergenz der Funktionen x;(t) gegen 
die Werte der gesuchten Unbekannten. 

Für die wirkliche numerische Rechnung wird man natürlich 
nicht an eine numerische Integration solcher Differentialglei- 
chungen wie (3) denken. Man wird vielmehr lediglich in grofen 
Zügen dem Gredanken dieses Ausgleichungsverfahrens folgen, etwa 
in der Art, wie es in der vorstehenden Note von Herrn Lewy 
ausgeführt worden ist. Prinzipiell besteht dabei sowohl die Müg- 
lichkeit die gesuchte Funktion durch Bestimmung ihrer Werte in 
einer diskreten Menge von Stellen festzulegen, als auch sie tat- 
sächlich durch bekannte Funktionen, z. B. rationale, überall zu 
approximieren oder schlieflich eine Kombination beider Verfahren 
durchzuführen. Wenn man nicht mit diskreten Punkten rechnet, 
so muf man ein besonderes Augenmerk auf den Rand und die dort 
bestehenden Randbedingungen lenken, was z. B. durch geeignete 
Wahl des Proportionalitätsfaktors p geschehen kann. 

Eine weïitere Bemerkung kann für die wirkliche numerische 
Berechnung von Nutzen sein: Wenn es uns z. B. auf die Lôüsung 
einer Randwertaufgabe ankommt, so brauchen wir nicht während 
des ganzen Rechenverfahrens dasselbe Variationsproblem zugrunde 
zu legen, sondern wir haben die Freiheit, zwischen verschiedenen 
Variationsansätzen zu wählen, denen allen dieselbe Lôsung der 
Randwertaufgabe entspricht. Z. B. kônnen wir bei der Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie statt des Integralausdruckes (4) auch 


das Integral 
[Jap ax ay 


MCE 


zugrunde legen. Es künnte sein, daf ein Wechsel der zur Be- 


oder das Integral 
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rechnung verwandten Integralausdrücke während des Rechenver- 
fahrens zu einer erheblichen Abkürzung fühbrt. 

Bei der geschilderten Methode ist es ohne weiteres müglich, 
zu Fehlerabschätzungen für die Güte der Approximation zu ge- 
langen; man hat als MaB für sie den Ausdruck 


® [ f£tor dry 


bezw. die entsprechenden Ausdrücke zur Verfügung, aus denen 
man Rückschlüsse über die Approximation der gesuchten Funktion 
bezw. ihrer Ableitungen ziehen kann. Während wir den Minimum- 
wert eines Integrals wie (1) nicht kennen, wissen wir von Aus- 
drücken wie (8) von vornherein, daf ihr Minimumwert Null ist; 
und gerade hierauf beruht die Môglichkeit der Feblerabschätzung. 

Über die praktische Brauchbarkeit der Methode des stationären 
Ausgleichs und aller der theoretisch mehr oder weniger nahe 
liegenden Modifikationen, deren sie fähig ist, wird sich erst dann 
etwas Abschliefiendes aussagen lassen, wenn genügend viel Er- 
fahrangen gesammelt sind. Gegenüber dem sogenannten Ritzschen 
Verfahren, welches bisher vielfach angewandt wurde, kann man 
jedoch schon von vornherein folgende Vorzüge feststellen : 

1. Während beim Ritzschen Verfahren durch Einführung von 
Koordinatenfunktionen von vornherein ein künstliches Element in 
die Rechnung hineingebracht wird, haben wir es hier mit einer 
direkten Bestimmung der gesuchten GrôBen oder Funktionen ohne 
Vermittlung von Koordinaten zu tun. 

2. Das Problem der Auflôüsung von linearen oder nichtlinearen 
Gleichungen, auf welche das Ritzsche Verfahren führt, fällt hier 
fort. Die Korrektionen bestimmen sich stets — infinitesimal — 
explizite. 

8. Während beim Ritzschen Verfahren jede Erhôhung der Ge- 
nauigkeit mit einer Wiederholung der ganzen Rechnung von An- 
fang an verbunden ist, haben wir hier die Môglichkeit, im Verlaufe 
der Rechnung die Genauigkeit nach Bedarf schrittweise zu steigern. 
Jede gewonnene Approximation ist eine geeignete Grundlage für 
eine Verfeinerung des Verfahrens. 

4. Ein wesentlicher Vorzug bei dem Verfahren des stationären 
Ausgleichs ist die Môglichkeit einer Fehlerabschätzung. 
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Eine Bemerkung 
über dreidimensionale Mannigfaltigkeiten. 


Von 


Hellmuth Kneser in Greifswald. 
Vorgelegt von R. Courant in der Sitzung vom 18. Dezember 1925. 


Unsere gegenwärtige Kenntnis von den dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten ist gering. Eine der wichtigsten und nächst- 
liegenden Fragen ist noch unbeantwortet, nämlich die Frage, ob 
der sphärische Raum die einzige geschlossene einfach zusammen- 
hängende Mannigfaltigkeit ist — einfach zusammenhängend in dem 
Sinne, daB sich in ihr jede geschlossene Kurve stetig auf einen 
Puankt zusammenziehen läft, d. b. daf ihre Fundamentalgruppe nur 
aus dem Eïinheitselement besteht. Im Hinblick darauf dürfte der 
folgende Satz nützlich sein. 


Satz 1. Eine einfach zusammenhängende berandete dreidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit hat nur sphürische Randflächen. 


Auf geschlossene Mannigfaltigkeiten ist dieser Satz anzuwenden, 
wenn man sie durch Aufschneiden in einfach zusammenhängende 
verwandeln kann. 

Auf jeder nicht sphärischen geschlossenen Fläche gibt es zwei 
geschlossene Kurven, die einander in genau einem Punkt P durch- 
schneiden. Es sei F eine nicht sphärische Randfläche der Mannig- 
faltigkeit M. Als Randfläche ist F geschlossen; also gibt es auf 
F zwei Kurven ©, und C, mit der genannten Eigenschaft. Ist M 
einfach zusammenhängend, so sind C, und C, die einzigen Rand- 
kurven je einer in M gelegenen Fläche F, bezw. F,. Durch Ver- 
lagerung von F, und F,, bei der die Ränder festgehalten werden, 
läft sich bewirken, daf 

1. Æ, und F, bis auf ihre Ränder im Inneren von M liegen, 


2. F, und F, nur einfache Singularitäten, d. h. Doppelkurven, 
Windungspunkte und dreifache Punkte haben, und da 
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Figur 3. Figur 4. 


3. der Schnitt von Æ, und F, aus endlich vielen Schnittlinien 
nach Fig. 1 besteht, die entweder geschlossen sind oder endigen 
in dreifachen Punkten nach Fig. 2, in denen sich zwei Mäntel von 
F, und einer von F, (oder umgekehrt) begegnen, oder schlieBlich 
endigen in P und dort das Verhalten von Fig. 3 zeigen. 

Jetzt gehen von jedem der unter 8. genannten mehrfachen 
Punkte der Schnittkurve von F, und F, vier Kurvenstücke, nur 
vom Punkte P ein einziges Kurvenstück aus. Das steht im Wider- 
spruch mit der Tatsache, daf die gesamte Anzahl der Endpunkte 
dieser Kurvenstücke gerade ist. Eine einfach zusammenhängende 
Mannigfaltigkeit kann also keine sphärische Randfläche haben. 

Beim Beweise von Satz 1 sind die Voraussetzungen in zweierlei 
Hinsicht nicht voll ausgenutzt worden; daher ist der Satz in zwei 
Richtungen zu erweitern. Damit jede Kurve in M der vollstän- 
dige Rand einer Fläche ist, braucht noch nicht jede Kurve sich 
stetig auf einen Punkt zusammenziehen zu lassen; es genügt, daf 

9 * 
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die erste Bettische Zahl von M den Wert p, = 0 (P, =p,+1—1) 
hat und keine Torsionszahlen erster Dimensionen vorhanden sind. 
Ferner ergibt sich der Widerspruch auch, wenn vom Punkte P 
eine ungerade Anzahl von Stücken der Schnittkurve von FÆ, und 
F, ausgeht. Das ist auch dann der Fall, wenn C,, k,-mal ge- 
nommen, der vollständige Rand der FKläche F, ist und 4, und #, 
ungerade Zahlen sind. Fig. 4 zeigt den Fall k, — 4, — 8. Eine 
solche Fläche F, gibt es zu jeder Kurve C,, wenn die erste Bet- 
tische Zahl den Wert Null hat und alle Torsionszahlen erster 
Dimension ungerade sind, oder wenn, was dasselbe besagt, die 
Zusammenhangszahl (,connectivity“ nach Veblen!)) R, den Wert 
eins hat. Es gilt also 

Satz 2 ÆEine berandete dreidimensionale Mannigfaltighkeit mit 
der Zusammenhangszahl R, — 1 hat nur sphärische Randflächen. 


1) The Cambridge Colloquium (New-York 1920). 


Die Curvatura integra Clifford-Kleinscher Raumformen. 


Von 
Heinz Hopf in Gôttingen. 


Vorgelegt durch R. Courant in der Sitzung vom 18. Dezember 1925. 


Eine Mafbestimmung ist durch die Angabe ihres Linienele- 
. ments nicht eindeutig definiert. Zwei Geometrien, die sich ,im 
Kleinen“ längentreu aufeinander abbilden lassen, kônnen sich in 
ihrem Gesamtverlauf durchaus voneinander unterscheiden; insbe- 
sondere brauchen die sie tragenden Mannigfaltigkeiten vom Stand- 
punkte der Topologie aus nicht äquivalent zu sein. Jedoch ist es 
andererseits im allgemeinen nicht môglich, in einer willkürlich 
topologisch gegebenen Mannigfaltigkeit eine singularitätenfreie 
MaBbestimmung mit vorgeschriebenem Linienelement einzuführen; 
es werden vielmehr gewisse Bedingungen erfüllt sein müssen, die 
den Zusammenhang zwischen der Differentialgeometrie und der Topo- 
logie eines Gebildes regeln. 

Die einfachsten Füälle, an denen man derartige Beziehungen 
studieren kann, sind die Clifford-Kleinschen Raumformen *), also die- 
jenigen Greometrien, deren Mafbestimmungen in der Umgebung 
jedes Punktes euklidisch, elliptisch oder hyperbolisch sind. Klein 
hat bemerkt, da8 — im Gegensatz zu hôheren Dimensionenzahlen 
— jede zweidimensionale unberandete Fläche geeignet ist, eine 
derartige Geometrie zu tragen; wenn man sich auf geschlossene 
Flächen beschränkt, so besteht nun der oben gekennzeichnete Zu- 
sammenhang zwischen Topologie und Metrik darin, daff das Krüm- 
mungsmaf der Geometrie dasselbe Vorzeichen besitzt wie die Eulersche 
Charakteristik der Fläche, daf also die Raumform euklidisch, ellip- 
tisch oder hyperbolisch ist, je nachdem die Charakteristik gleich 0, 
positiv oder negativ ist. Dabei verstehen wir, wie üblich, unter 


1) Literaturangaben und Einzelheiten findet man z.B. in meiner Arbeit 
»Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem“.(Math. Ann. 95). Dort werden auch zu 
der oben genannten Problemstellung einige Beiträge geliefert. 
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der Eulerschen Charakteristik einer geschlossenen #-dimensionalen 


ñn 
Mannigfaltigkeit die Zahl 5 (—1)’.x*”, wenn die «°” die An- 


v=0 
zahlen der bei einer beliebigen simplizialen Zerlegung der Mannig- 
faltigkeit auftretenden »-dimensionalen Simplexe bezeichnen. 

Im Folgenden wird nun ein ähnlicher Zusammenhang zwischen 
der Krümmung und der Charakteristik von geschlossenen Clifford- 
Kleïnschen Raumformen hôherer Dimensionenzahlen festgestellt 
werden. Da eine geschlossene »-dimensionale Mannigfaltigkeit 
ungerader Dimensionenzahl stets die Charakteristik O hat!), kann 
es sich dabeïi nur um gerade # handeln. Die behauptete Beziehung 
lautet : 


Satz I: Die Charakteristik einer geschlossenen Clifford-Kleinschen 
Raumform gerader Dimensionenzahl n ist bei euklidischer oder ellip- 
tischer Mafibestimmung gleich O bezw. positiv; im hyperbolischen Falle 
ist sie negativ oder positiv, je nachdem n — 4m + 2 oder n = 4m ist. 

Für die elliptischen Raumformen ist diese Aussage bekannt; 
denn bei jedem geraden » sind die einzigen môglichen Fälle der 
sphärische sowie der elliptische Raum selbst?); deren Charakte- 
ristiken sind +2 und +1. 

Zum Beweise von Satz I benutzen wir ein Hilfsmittel, das 
auch bei allzemeineren als den Clifford-Kleinschen Geometrien ge- 
eignet ist, zur Beantwortung der anfangs aufgeworfenen Frage 
nach dem Zusammenhange differentialgeometrischer und topologi- 
scher Eigenschaften eines Gebildes beizutragen; es besteht in der 
Bestimmung der Curvatura inteyra, d. h. des über die ganze Mannig- 
faltigkeit erstreckten Integrals des Krüimmungsmafes. 

Für n — 2 ist die Curvatura integra einer Fläche erschôüpfend 
untersucht worden): Ist auf einer unberandeten Fläche vom Gre- 
schlecht p irgendeine singularitätenfreie Mafbestimmung definiert, 
so ist 


(1) À Käo & (1 =p). 4x: 


dabei bezeichnet K das — mit dem Ort veränderliche — Gaufsche 
Krümmungsmaf, do das Flächenelement, und das Integral ist über 


1) S. z. B. Tietze, Die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannig- 
faltigkeiten (Monatshefte für Math. und Phys. XIX. Wien 1908), Seite 48. 

2) Killing, Über die Clifford-Kleinschen Raumformen, $ 4 (Math. Ann. 39); 
s. auch die auf S. 131, Anm, 1 genannte Arbeit. 

8) S. z. B. Blaschke, Vorlesungen über Differential-Geometrie I, $$ 63, 64. 
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die ganze Fläche zu erstrecken. Es ist ersichtlich, daB in diesem 
Satz eine Aussage über die erwähnten Zusammenhänge enthalten 
ist. Im Hinblick auf später vorkommende Analogien ist es gut, 
an seinen Beweis zu erinnern; er beruht auf der ,Integralformel 
von Gauñ-Bonnet“ 


(2) [fait [= 2, 


in der das Doppelintegral über ein einfach zusammenhängendes 
Flächenstück, das Kurvenintegral über dessen Randkurve zu er- 
strecken ist, deren Bogenelement und geodätische Krümmung mit 


ds bezw. ib bezeichnet sind. Besteht der Rand aus einem von 


Q 
m Bôügen b, gebildeten Polygon und sind 2xB, [i — 1, 2, ..., ml] 
dessen AuBenwinkel, so folgt aus der Definition von p, da (2) die 
Gestalt annimmt: 


(2a) L [frites Le (#4 - È 


t 


Sind y,.2x die Innenwinkel, ist also B, = :—7,, so folgt aus (2a): 


1 1 dsl sh 
(2b) ca Jr] AL un 


Zerlegt man nun die ganze Fläche in derartige Polygone, so liefert 
die Addition der zugehôrigen Gleichungen (2b) die Formel (1), 
wenn man berücksichtigt, daB die Charakteristik der Kläche den 
Wert 2—2p hat. 

Für hôhere Dimensionenzahlen ist weder eine Verallgemeine- 
rung der Formel von Gauf-Bonnet bekannt, noch ist die Curva- 
tura integra einer Mannigfaltigkeit in einer annähernd so er- 
schôpfenden Weise behandelt worden. Lediglich für den Spezial- 
fall, daB die betrachtete -dimensionale Mannigfaltigkeit M" in 
den (n +1)-dimensionalen euklidischen Raum eingebettet und mit der 
hr dadurch auferlegten Mafbestimmung behaftet ist, konnte ich — 
auf ganz andern Wege, nämlich nicht mit differentialgeometrischen, 
sondern mit rein topologischen Hilfsmitteln — die Frage nach der 
Curvatura integra beantworten!); es zeigte sich, daB diese, falls 
.n gerade ist, gleich der mit dem Oberflächeninhalt der »-dimensio- 
nalen Eïnheitskugel multiplizierten halben Charakteristik von M" 


1) Über die Curvatura integra geschlossener Hyperflächen (Math. Ann. 95) 
und: Vektorfelder in #-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (erscheint in den Math. 
Aun.). 


134 Heinz Hopf, 


ist — ganz wie im Falle n — 2; dagegen ist sie bei ungeradem 
n keine topologische Invariante von MW”. Bei dieser Untersuchung 
ist der Integrand XÀ das ,Gauf-Kroneckersche Krümmungsmaf*, 
das durch die sphärische Abbildung vermittels der Normalen nach 


der von GauB für # — 2 angegebenen Methode zu bestimmen ist. 
Sind R,, R,, ..., R, die ,Hauptkrümmungsradien‘, so ist ) 
1 
3 = 
@) EE 


Im Folgenden werden wir nun bei der Bestimmung der Cur- 
vatura integra Clifford-Kleinscher Raumformen ein ganz analoges 
Resultat erhalten. Den Integranden X wählen wir im Anschluf 
an (3): auf einer #-dimensionalen Kugel ist 


1 


3 ZM LS 
( a) K pr? 


und wir definieren ihn ebenso für jede euklidische oder nichteukli- 
dische Mafbestimmung mit dem konstanten Krümmungsradius ZX. 


Führen wir dann das ,Riemannsche Krümmungsmaf % — ein, 


1 
Re 
das positiv, null oder negativ ist, je nachdem eine elliptische, 
euklidische oder hyperbolische Geometrie vorliegt, so haben wir 


(b) RE DU 
zu integrieren, um die ,Curvatura integra“ zu erhalten. Dann gilt 


Satz II: Die Curvatura integra einer geschlossenen Clifford- 
Kleinschen Raumform gerader Dimensionenzahl n ist gleich der mit 
dem Oberflächeninhalt c, der n-dimensionalen Eïinheitskugel multipli- 
aierten Hälfte ihrer Charakteristik. 


Dieser Satz, der für n — 2 in der Formel (1) enthalten ist 
und für hühere n in Parallele zu dem erwähnten Ergebnis über 
Hyperflächen steht, enthält — unter Berücksichtigung des Vor- 
zeichens von # — den Satz I. Wir haben also den Satz IT zu 
beweisen. 

Der Beweïs knüpft an die Formel von Gauf-Bonnet an. Denn 
obwohl, wie schon erwäbnt, eine Verallgemeinerung dieser Formel 
auf mehrdimensionale Räume nicht bekannt ist, ist eine solche 
Ausdehnung gerade für den hier in Frage kommenden Spezialfall 
konstanter Krümmung môglich. In diesem Falle ist — für 4 = 0 — 


1) Kronecker, Über Systeme von Funktionen mehrer Variabeln (Mon.-Ber. 
d. Kgl. Pr. Akad. d. Wissensch. zu Berlin 1869), 2. Abhandlung (Sitzung vom 
5. August), Seite 695. 
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die Formel (2b) der Ausdruck des elementargeometrischen Satzes 
vom ,Exzef® eines sphürischen Dreiecks, der besagt, da in einem 
solchen Dreïeck der mit dem Quadrat des Kugelradius multipli- 
zierte ÜberschuB der Winkelsumme über x gleich dem Dreiecks- 
inbalt ist. Dieser Satz nun läft sich, wie Poincaré gezeigt 
hat'), samt dem für ihn üblichen elementaren Beweis ?) bei geeig- 
neter Definition der , Winkelsamme“ auf den Fall von » Dimen- 
sionen übertragen, wenn % eine gerade Zahl ist; für ungerade » 
gilt ein anderer Satz, den wir des Vergleichs wegen nebst seinen 
Konsequenzen nebenher betrachten. 

Fassen wir, um mit Poincaré die verallgemeinerte Winkel- 
summe zu definieren, ein Simplex 7” in einem #-dimensionalen 
Raum mit konstanter Krümmung ins Auge, das von ebenen Räumen 
dieser Geometrie begrenzt wird: legt man um einen inneren Punkt 
eines v-dimensionalen Randsimplexes 7” [0 =» =n—1] eine (n —1)- 
dimensionale Kugel x, die so klein ist, daf sie auBer Punkten des 
T' keinen Randpunkt von 7” enthält, so liegt ein Teil x* von x 
im Innern von T’; das Verhältnis der Oberflächeninhalte von x* 
und x ist unabhängig von dem Radius von x sowie von der Wahl 
des Mittelpunktes auf 7”; es dient als Ma für den ,(# — »)-fachen 
Winkel“, der von den #—» sich in 7° schneidenden (# — 1)-dimen- 
sionalen Randsimplexen 777, ..., T7} gebildet wird und 7” als 
»Scheitel“ besitzt. Wir nennen es »” und bilden ©y" — w, 

% 
wobei die Summe über alle »-dimensionalen Randsimplexe zu er- 
strecken ist. Dann definieren wir auBerdem w‘” — 1 und nennen 


ñn 
Wa AE 


D=I0 
die ,verallgemeinerte Winkelsaumme“ von 7”. Dabei ist stets 
LC a EE - : S 
ed trund 07? = . ; für n — 2 ist also insbesondere 


W = Xy —1, wobei y”.2x die im gewôhnlichen Sinne ge- 
: 


messene GrôBe des Winkels an der Ecke 7° ist. 
Ist nun V das Volumen eines Teilsimplexes 7” der n-dimen- 


1) Poincaré, Sur la généralisation d’un théorème élémentaire de Géométrie 
(Comptes Rendus 1905. I). Die dort bewiesenen Formeln sind allgemeiner, als 
wir sie hier brauchen. Unsere Bezeichnungen weichen übrigens unwesentlich von 
denen Poincarés ab. 

2) S. z. B. Hessenberg, Ebene und sphärische Trigonometrie (Gôschen 1914) 
$ 31: 
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sionalen Einheïtskugel S”, c, der Oberflächeninhalt von S*, W die 
Winkelsamme von 7", so beweist Poincaré ‘) durch eine Einteilung 
von S”", ganz entsprechend derjenigen, die man beim Beweise des 
Satzes vom Exzef eines sphärischen Dreiïecks vornimmt ?), die Re- 
lationen 


(4) 2V—= W.c, für gerades », 
(8) RER: 4 für ungerades ». 


Ist der Radius der #-dimensionalen Kugel nicht 1, sondern R, so 
bleibt (5) unverändert bestehen; aus (4) folgt die etwas allge- 
meinere Formel 


1 
Fr sa =. Mrs 
die wir auf Grund von (3a) und (3b) auch schreiben kôünnen: 
(&a) so M AR rie VAN a W. 
Wir haben nun zu zeigen, daf die für positives 4 — és _be- 


wiesenen Identitäten (4a) und (5) auch für 4 =0 bestehen*). Dies 
folgt aus der eindeutigen analytischen Abhängigkeit der Grôfen 
V und W von k#: die Geometrie mit der konstanten Krümmung kX 
sei jetzt als projektive MaBbestimmung im projektiven Raum P* 
mit den Koordinaten x,:4,:...:x,,, gegeben; als Fundamental- 
gebilde, von dessen Wahl die Festlegung der Krümmung ja unab- 
hängig ist, wird man aus bekannten Realitätsgründen eine null- 
teilige, in eine Ebene ausgeartete oder ovale Fläche auszeichnen, 
je nachdem # —0, # — 0 oder £ < 0 ist, und zwar ist es zweck- 
mäbig, es durch die Gleichung 


F,= Etat. +a)te, = 0 
zu definieren. Für alle Punkte mit ,,, +0 hat bei Einführung 


inhomogener Koordinaten £, — %%_ Gas Linienelement bekannt- 
lich die Gestalt # 
> dé, ME 72 
FR es = M ; 
1+4 D Ë (FE ZE) 
L V —= 
1) S. Anm. 1 auf voriger Seite. 2) $S. Anm. 2 auf voriger Seite. 


3) Für 4 — 0 sind sie von Poincaré durch Grenzübergang bewiesen. 


z 
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seine Koeffizienten sind also jedenfalls eindeutige analytische Funk- 
tionen von . 

T” sei ein festes Simplex im P”; es ist in jeder unserer zu 
den verschiedenen # gehürigen Geometrien von ebenen Räumen 
begrenzt. Wir nehmen an, daf es mit der Ebene x,.,, — 0 keinen 
Punkt gemeinsam hat. Dann sind die zu 1” gehürigen GrôBen P, 
y? und mithin auch W für alle durch Integrale mit festen Inte- 
grationsgebieten gegeben, deren Integranden, und die daher auch 
selbst reelle analytische Funktionen der Koeffizienten von ds’, 
also von k sind; ist 

VE,  W= 4%) 
so folgen, da (4a) und (5) für alle reellen 4 — 0 gelten, die ana- 
lytischen Identitäten 


(6) 
(7) O = #(Æ) für ungerades n. 


à k*®.o(E) — v(k) für gerades n, 


Ca 


Nun sind aber œ(x) und w(x) keine eindeutigen analytischen Funk- 
tionen von k; œ(k) ist das über das Innere von 7” erstreckte 
Integral der Quadratwurzel aus der Determinante der quadrati- 
schen Form ds’, und die einzelnen Glieder von #(k) sind nach 
ihrer Definition ähnlich gebildet. Unter dem Volumen V und den 
Winkeln y” verstehen wir immer die positiven Werte der Inte- 
grale; haben wir dies festgesetzt, so kôünnen wir zunächst nicht 
wissen, ob aus (6) und (7) für 4 =0 nicht z. B. an Stelle von (4a) 
die Relation 


wla 


= LA “he ON 

Ca 
folgt'). Um zu erkennen, daB derartiges nicht eintreten kann, 
sondern daB die Gleichungen (4a) und (5) immer richtig simd, be- 
trachten wir unsere speziell gewählte Fundamentalfläche. 

Für Æ<O ist sie eine ,ovale Fläche“; ihr Inneres, das allein 
der Schauplatz der zugehôrigen hyperbolischen Geometrie ist, ist 
durch F,=—0 gekennzeichnet. Ist k,—#,, so liegt daher die 
Fläche-F, im Innern der Fläche F, ; für & — 0 fällt das Gebilde 
mit der unendlich fernen Ebene x,,, — 0 zusammen, für 4 —0 


1) Zunächst liest sogar die Vermutung nicht ganz fern, daB dies für alle 
durch 4 teilbaren n so sei; dann hätte nämlich für alle geraden x» W dasselbe 
Vorzeichen wie £. Tatsächlich haben diese GrôBen aber entgegengesetzte Vor- 
zeichen, wenn # durch 4 teilbar und k — O0 ist. 
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besitzt es keinen reellen Punkt. Daraus folgt: haben wir 7” für 
ein bestimmtes 4, 0 zu untersuchen und lassen wir À von posi- 
tiven Werten her bis #, abnehmen, so liegt 7”, da wir es von 
vornherein als im Innern von F,, gelegen annehmen müssen, während 
dieses ganzen Vorganges stets im Innern der jeweiligen Funda- 
mentalfläche, soweit diese überhaupt reelle Punkte besitzt; niemals 
gibt es daher einen zu 7” gehôürigen Punkt, von dem man eine 
reelle Tangente an die Fläche legen kônnte, der also einem ,un- 
endlich fernen“ oder einem reellen ,isotropen“ Gebilde angehôürte. 
Nun kann aber ein v-dimensionales Flächenelement [1 = » =n| 
nur dann einen verschwindenden oder unendlichen Inhalt haben, 
wenn seine Punkte unendlich fern oder auf isotropen Elementen 
liegen; mithin sind alle Integranden der Integrale, die die GrüBen 
y” und V liefern, für alle £ ZX, endlich und von 0 verschieden; 
keiner von ihnen kann daher, während # bis 4, sinkt, sein Vor- 
zeichen wechseln. Damit ist bewiesen: die Ho (4a) und 
(5) gelten auch für 4 = 0 in der Weise, da, wie die geometrische 
Deutung es verlangt, für die Winkel- und Volumengrôüfien stets 
die positiven Vorzeichen zu wählen sind. 

Der Inhalt von (4a) und (5) läft sich folgendermañen aus- 
sprechen : 


Satz III: Jst n gerade, so ist die verallgemeinerte Winkelsumme 
W eines n-dimensionalen Simplexes in der euklidischen Geometrie stets 
— 0, in der elliptischen Geometrie — 0, und in der hyperbolischen 
Geometrie <O oder —0, je nachdem n — 4m+2 oder n = 4m 


ist; der Unterschied von O ist stets proportional dem Volumen des 
€ 


Simplez; der Proportionalitätsfaktor ist ie 

Ist n ungerade, so ist W in jeder der drei Geometrien stets 
gleich 0. 

Diese Verallgemeinerungen der sogenannten ,Legendreschen 
Sätze“ der ebenen Geometrien sind von Dehn!) als Vermutung 
ausgesprochen und für n =4 auf anderm Wege bewiesen worden. 

Um jetzt Satz II zu beweisen, zerlegen wir die n-dimensionale. 
Clifford - Kleinsche Raumform M” in Simplexe 7}, ... 7%, und 
addieren die zugehôrigen Winkelsammen W, [1— 1, 2. ACUile 
es ist 


DL Èt 1j = À (1). Duf. 
À v =0 À 


1) Dehn, Die Eulersche Formel im Zusammenhang mit dem Inhalt in der 
Nicht-Euklidischen Geometrie (Math. Ann. 61). 
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Ist v=n—1, so ist D'wf” die Summe aller (n —»v)-fachen 
À 


Winkel aller Teïlsimplexe 7}; diejenigen dieser Winkel, die ein 

bestimmtes, bei der Einteilung von M" auftretendes, »-dimensio- : 

nales Simplex 7” als Scheitel haben, ergänzen sich zu 1. Ist 

daher «° die Anzahl aller 7”, so ist Sw® — «°; diese Gleichung 
? 


gilt auBerdem nach unserer Festsetzung w® — 1 auch für » — ». 
Mithin ist 


nn 
SM, = À (-1).« 
pl v—=0 


die Charakteristik von M". Für ungerades » folgt hieraus nach 
(6) die bekannte Tatsache, da diese den Wert 0 hat); für ge- 
rades aber ergibt sich aus (4a), wenn V das Volumen von MW” 
bezeichnet : 

2 ñn 
(8) KV = ZX (Da. 


pv —= 0 
Damit sind die Sätze II und Î bewiesen. 


Die Poincarésche Formel (4a), aus der sich der Beweis ergab, 
ist die Verallgemeinerung von (2b), falls wir hier den Spezialfall 
in Betracht ziehen, daf die Bôgen b, geodätischen Linien angehôren, 


(2b) also wegen . — 0 zu ersetzen ist durch: 


@b*) ge Jr = 0 -5+, 


wobei wir mit 2x-w — ÿy.2x die Winkelsumme des Polygons 
à 


im gewôhnlichen Sinne bezeichnen. 
Wir wollen die Analogie zwischen dieser Formel und 


(4a) Rev W 


ñn 


noch etwas weiter verfolgen. Es sei also n gerade, Q" sei eine 
»polyedrische“, d. h. aus #-dimensionalen Simplexen zusammen- 
gesetzte Teilmannigfaltigkeit des Raumes mit der konstanten 
Krümmung K, m sei die Anzahl ihrer (n — 1)-dimensionalen Rand- 
simplexe. Die Winkel y” und die Grôüfen w° lassen sich für 
OZv<n—1l genau wie bei einem Simplex definieren. Als ,ver- 


1) S. Anm. 1 auf S. 132. 
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allgemeinerte eigentliche Winkelsumme“ führen wir 


"=, Da der Rand von 
Q" aus endlich vielen geschlossenen, unberandeten Mannigfaltig- 
keiten der ungeraden Dimensionenzahl # — 1 besteht, ist seine Cha- 
rakteristik 7, — 0; wenn y und y, die Charakteristiken von Q" 
bezw. des Innengebiets von Q" sind, ist stets 7 — 4,+4%», also 
x — %,+. Durch Addition der für die Teilsimplexe von Q" gültigen 
Gleichungen (4a) folgt daher mittels einer Betrachtung, wie sie 
bei Ableitung der Gleichung (8) angegeben wurde, für Q”: 


ein; für ein Simplex ist also W — w— 


2 n—1 
PAU w —w VAT 
va m 

(9) Pa PRET 


in vôülliger Analogie mit (2 b*). 
Um nun auch ein Analogon zu der Formel (2a) zu erhalten, 
die die Crestalt 


(2a*) ve [xd + sut 


annimmt, wenn wir nur den Fall betrachten, daB die Bügen b, 
geodätisch sind, und wenn wir die Samme der Aufenwinkel B, des 
Polygons v nennen, haben wir die ,AufBenwinkel“ 8% — 1 — 7 
von @" einzuführen; sie sind ein Maf dafür, wie stark die Beran- 
dung von Q"° an dem betreffenden Randsimplex T° von einem ebenen 


Raum abweicht. Setzen wir dann 


n — 2 
CES > w RER = (= 1)", 
à v—=0 
so ist, wenn jetzt «° die Anzahl der v-dimensionalen Teilsimplexe 


des Randes von Q" ist, 
_— 4 x”? sn v® 
n — 2 / 


= D CDGa-0) 
D —0 L 


il n—1 n — 2 
ME — — © >, (— 1)" a — ÿ (—1)'v° 
v — 0 v — 0 


wÙ — = —0 = —. 


Cd, Lans à, mdr bé du 


L] 
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Aus (9) folgt daher: 


(10) 2 KV+0 = 3 
in Übereinstimmung mit (2a*) (10) stellt die Verallgemeinerung 
der Formel von Gauf-Bonnet für den Fall einer polyedrischen Mannig- 
faltigkeit in einem Raum konstanter Krümmung und gerader Dimen- 
sionenzahl dar; an Stelle des Integrals der geodätischen Krümmung 
tritt dabei die verallgemeinerte Summe der ,AuBenwinkel“, auf 
deren geometrischen Sinn oben hingewiesen wurde. 

Durch entsprechende Überlegungen erhält man aus (b) für uwn- 
gerades n die Identitäten 


(1) ae ee 
_ (2) D et 

Mithin ist in einem »-dimensionalen euklidischen Raum 

(12) & =" 

oder 

(10 a) ns 


je nachdem # ungerade oder gerade ist. 


Zum Koebeschen Verzerrungssatz. 


Von 
M. Fekete in Budapest. 


Vorgelegt von E. Landau in der Sitzung vom 18. Dezember 1925. 


1. Den Kern des Verzerrungssatzes bildet der Koebe-Cara- 
théodorysche Satz!): 
I. Sei 


(D) f@) = 2484 +o te 


im Kreise |2] = 1 regulür und schlicht, sonst beliebig. Dann genügt 
f(e) auf dem Rande dieses Kreises der Ungleichung 


GIZ 9, 


wo q eine positive absolute Konstante bezeichnet. 

In seiner gleichbetitelten Note hat Herr Landau diesen Satz 
folgenderweise verallgemeinert ?): 

IT. Es sei diese Fundktion f(2), definiert durch eine Potenzreihe 
der Form (1), im Kreise |] = 1 regulür, sonst beliebig. Es sei r = 7, 
die grüftc unter allen Zahlen r, für welche die ganse Peripherie |w| = r 
zu dem durch die Abbildung w — f(2) gelieferten Bildbereiche des 
Kreises |2| = 1 gehürt. Dann ist 


Fe ?, 


wobei p eine positive absolute Konstante bezeichnet. 


1) P. Koebe, Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven 
[Nachr. von der kôünigl. Gesellschaft der Wiss. zu Gôttingen, math.-phys. 
Klasse (1907), 191—210. Siehe insbes. S. 204]; Über die Uniformisierung der 
algebraischen Kurven, etc. [Ibidem (1909), 68—76]; Über die Uniformisierung der 
algebraischen Kurven II. [Math. Ann, 69 (1910), 1—81]. — J. Plemelj, Die 
Grenzkreis - Uniformisierung analytischer Gebilde [Monatsh. für Math. u. Phys, 
23 (1912), 297—304]. 

2) E. Landau, Zum Koebeschen Verzerrungssatz [Rendiconti del Cire. 
Mat. di Palermo, 46 (1922), 347—348]. , 
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Eine andere Verallgemeinerung des Satzes I erhielt unlängst 
Verfasser °): 

IT. Sei die Funktion f (2), definiert durch (1), für |2| £ 1 regulür, 
für O<[2[Z1 von O verschieden, sonst beliebig. Sei o — o, die 
grüfite unter allen Zahlen o, für welche die ganze Kreisscheibe |w| £ @ 
zu dem durch w — f(2) gelieferten Bildbereiche des Kreises [2] = 1 
gehôrt. Dann ist 

ER 
wo s eine positive absolute Konstante bezeichnet. 

2. Herr Landau beweist den Satz IL mit Hilfe seiner klassi- 
schen Verallgemeinerung des Picardschen Satzes‘) Nun will ich 
hier zunächst aus der Bieberbachschen Erweiterung®) des eben 
genannten Picard-Landauschen Theorems eine entsprechende 
Erweiterung von IT herleiten. Diese lautet : 

IV. Es sei 


(2) fe) = ++ 24e (v = 1) 
im Kreise || 1 regulür, sonst beliebig. Sei r = r,, die grüfite 
unter allen Zahlen r, für welche die Gleichungen 


AO 
bei jedem pZ0, <2x im Kreise [4] = 1 mindestens v Wurzeln be- 
sitzen.  Dann ist 
y LE p,; 
wo p, => 0 nur von v abhängt. 

Als zweites Ziel setze ich eine Erweiterung des Satzes III, 
welche sich zu diesem ähnlich verhält, wie Satz IV zu II. Nament- 
lich beweise ich mit Hilfe der Bieberbachschen Ergebnisse aus 
dem Picardschen Ideenkreise folgendes : 

V. Es sei die Funktion f(2), definiert durch (2), für [2|[=1 
regulür, für O<|:|=Z1 von O verschieden, sonst beliebig. Es sei 
9 = 6,, die groite unter allen Zahlen o, für welche jeder Wert w, 
dessen Betrag = Q ist, im Kreise |:| Z1 mindestens v-mal von f ) 
angenommen wird. Dann ist 

9, D Se 
wo 8,0 nur von v abhängt. 


3) M. Fekete, Über die Wurzelverteilung analytischer Funktionen, deren 
Wert an zwei Stellen gegeben ist [Erscheint demnächst im Jahresber, der Deut- 
schen Math. Vereinigung], Satz II. 

4) E. Landau, Über eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes 
[Sitzungsber. der kônigl. preuf. Akad. der Wiss., Berlin (1904), 1118—1133]. 

5) L. Bieberbach, Über die Verteilung der Null- und Einsstellen analy- 
tischer Funktionen [Math. Ann., 85 (1922), 141—1481,. \ \ 


Ges. d, Wiss, Nachrichten Math.-phys. Klasse. 1925, Heft 2. 10 
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Schliefilich werde ich zeigen, daf von den Voraussetzungen 
des Satzes III auch das letzte Überbleibsel der Bedingung der 
Schlichtheit, — nämlich die Bedingung, wonach f(2:) im Kreise 
|:1<1 nur an der einzigen Stelle z — 0 verschwindet — ge- 
strichen werden kann, wenn es durch eine andere Beschränkung 
ersetzt wird. In der Tat, es besteht der Satz 

VI. Sei die Funktion f(2), definiert durch (1), im Kreise |2| = 1 
regulür und besitze cbenda hüchstens n+1 Nullstellen (n 0). Es 
sei @ = of die grüfite unter allen Zahlen ©, für welche die ganze 
Kreisscheibe |[w|Æ @ 4u dem durch w — f(2) gelieferten Bildbereiche 
des Kreises || = 1 gehôrt. Dann ist 


D > 
@; = S 1 


wo 8% —>O nur von n abhängt. 


3. Um nun zum Beweise von IV—VI überzugehen, zitiere 
ich zunächst die Bieberbachsche Verallgemeinerung des Picard- 
Landauschen Theorems, in einer meinen Zwecken entsprechenden 
Form‘) 

VII. Seien k,,k,,..., k, reelle nichtnegative Zahlen, von denen 
die letzte positiv ausfälltT). Æs sei ferner uw eine natürliche Zahl, 
welche Zw ist. Dann gibt es eine positive Zahl G,,(k,,k,,..,k,) 
mit folgender Eïgenschaft: Jede im Kreise |[:]Z G,,(k,,k,,...,8k,) 
reguläre Funktion 


g(e) ET Dies pe" Pass #7 NET 


für welche |y,]Z=Kk, (j = 0,...; v—1) und [y,| Z%k, besteht, besitet in 
diesem Kreise entweder mindestens v Null-, oder mindestens w Eins- 
stellen. 

Daraus folgt leicht der Hilfssatz 

VII. Es gibt für positives k, und ganzes v Z 1 ein H = H(v, k,), 
so dafj jede für |2] = H regulüre Funktion 


g(e) = Poe Pi ture 


6) À. à. O0. 5) Satz II, S. 147—148. Vgl. M. Fekete, Eine Bemerkung zu 
der Arbeit des Herrn Bieberbach ,,Über die Verteilung der Null- und Eins-: 
stellen analytischer Funktionen“ [Math. Ann., 88 (1923), 166—168], Satz A. 

7) Bei Herrn Bieberbach (a. a. 0. 5)) sind die Zahlen #; sämtlich als 
positiv vorausgesetzt; doch ist aus dem Beweise seines Satzes IL ersichtlich, daf 
dieser auch in der obigen allgemeineren Form richtig bleibt. Vgl. E. Landau, 
Bemerkungen zu der Arbeit des Herrn Bieberbach ,.Über die Verteilung der 
Null- und Einsstellen analytischer Funktionen‘“ (Math.Ann.,, 85), [Math. Ann, 85 
(1922), 158—160)]. 


ACT PUS 
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mit |p1ZK, ebenda entweder zu mindest an vw Stellen gleich O oder 
zu mindest an v Stellen gleich 1 wird. 

Zum Beweise bedenke man, daf es genügt einfach 

HGk):=GR4:0.#00 

zu wäblen. 

4. Aus VIIT schliefe ich auf die Existenz einer positiven 
Funktion y,(k,) des positiven 4, mit folgenden Eigenschaften: 

1°. à sei eine positive Grüfe; dann hat jede für [2| < y,(k,) +0 
reguläre Funktion 


g(e) EE Vo + 2 + ne + ee 


mit [y] =, ebenda mindestens » Null- oder mindestens » Eins- 
stellen. 

2. Es sei 0 < 0 < y,(k,); dann gibt es eine für |z| < y,(k,) —0 
reguläre Funktion 

LL Dh d'en 6 D 

mit [,|Z=#4,, welche ebenda hüchstens (v—1)-mal gleich 0 und 
hôchstens (v—1)-mal gleich 1 ist. 

Offenbar nimmt w,(k,) mit k, monoton ab, also existiert sicher- 
lich der Grenzwert 


lim ,(k;) 


k — 


und ist 0. Für den Beweis des Satzes IV ist nun grundlegend 
die auch an sich interessante Tatsache 5): 


(8) lim ,(k) = 0. 
0 


Nach (3) gibt es nämlich ein positives s derart, daf 
(4) PE) < 3 
ist. Wird nun » durch die Gleichung 


(b) a 


definiert, so zeige ich, daf p, — n den Forderungen des Satzes IV 


8) Sie kann als eine Verallgemeinerung des Hurwitz-Landauschen Satzes 


lim œ(æœ) — O (in bekannter Landauscher Bezeichnung) aufgefaft werden. 
 — 


Vgl. A. Hurwitz, Über die Anwendung der elliptischen Modulfunktionen auf 
einen Satz der allgemeinen Funktionentheorie [Vierteljahrschrift der naturf. Ge- 


sellschaft in Zürich, 49 (1904), 242—253], Nr. 2; E. Landau, Über den 


Picardschen Satz [Ibidem, 51 (1906), 252—318], $ 6; s. auch $ 13. 
10* 
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genügt. Mit à. W. werde ich das Bestehen der Ungleichung 
Diet 

beweisen. Zu diesem Zwecke brauche ich leichtersichtlich nur 

Auresen daf M Funktion f(:) des Satzes IV von den beiden 


Werten °° und ne” * mindestens einen im Kreise 21 = 1 zu mindest 
v-mal annehmen mul, wie auch 0Z #8 <27x, 0=y<27x gegeben 
sind. Anderenfalls hätte 


RON ANG ol Cole 
ec nee?" aie 
ebenda und folglich 
pi 
Ne ne v 
ne e 
im Kreise [2] = en hôchstens » —1 Null- und hôch- 
4 ( 
e —me 


stens » — 1 Einsstellen, also wäre nach der Definition der Funktion 
p,(%,), mit Hinsicht auf (4) und (5), offenbar 


Mas 
Ve gi vi <g,( a FvA p, (E) < 
— me 
das ist aber unmôüglich, da doch nach (5) 


He À: miel 
Pyes Pre Et > DE ai 


gilt. ‘ 
5. Was nun die Verifikation der Grenzwertsgleichung (3) be- 
trifft, kann sie mit Hilfe einer Verallgemeinerung des Schottky- 
schen Satzes ”) leicht geschehen. Diese Verallgemeinerung kann 
aus dem folgenden Bieberbachschen Satze!*) gefolgert werden: 

IX. Seien K,, K,,..., K, gegebene reelle nichtnegative Zahlen, 
die nicht alle verschwinden 1), n Z 0. Es sei ferner m Z n eine gegebene 
ganee Zahl. ÆEndlich sei 9 eine reelle Grülle der Strecke (0, 1) und 
R>0. Dann gibt es eine positive Zahl S(m,n, K,, K,, ..., K,, #, R) 


9) F. Schottky, Über den Picardschen Satz und die Borelschen 
Ungleichungen [Sitzungsber. der künigl. preu$. Akad. der Wiss., Berlin, (1904), 
1244—1262], S. 1255. 

10) A. à. 0. 5), SatzI. Végl. auch E. Landau, à. a. O. 7), Satz I. 

11) Vgl. die Fufnote 7). 
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mit folgender Eigenschaft. Jedes für |:]<R regulüre, hüchstens m 
Einsstellen und hüchstens n Nullstellen ebenda besitzende g (z) — 5 V8 
mit |7,1= K, (0<j< n) genügt für ||<9R der cho 
Ig(2)1< 8: 
Aus diesem Satze folgt: Jede Funktion g(2), welche die Vor- 


aussetzungen von IX. befriedigt, genügt für [:1<#9R der Un- 
gleichung 


[2 < Sn, x, K,, KR, .…, K, ER", 9,1). 
Wird dieses Resultat im Falle angewendet, wo m = n — v—1, 
K,—:...— K,—=0 ist, so ergibt sich die folgende Verallgemeinerung 
des wohlbekannten Schottkyschen Satzes : 

X. Es gibt ein für 0O<S8<1, positives K, und ganzes v = 1 
definiertes & = &(K,, ®,v) mit folgender Eigenschaft: Jede, im 
Kreise [2] = R reguläre Funktion 

| CCE TE AU ne 7e OE D 
mit |y]= X,, welche ebenda hôchstens (v —1)-mal gleich O und hôch- 
stens (v—1l)-mal gleich 1 wird, genügt für [2] = 8R der Ungleichung 
[g(a)| < &. 

Aus X. folgere ich (3) auf indirektem Wege: Wäre 

lim w,(4,) = 1=0 
0 


k, — 
und somit für jedes positive Æ, œ,(#,) . — «, so würde — auf 
Grund der Definition von w,(k,) — eine unendliche Folge |9, (2) 


von für |2| = « regulären Funktionen 
QC) = POP pre 
existieren, welche hôchstens » — 1 Null- und hôchstens » — 1 Eins- 


stellen in diesem Kreise besitzen und deren Anfangsglieder y,” bei 
unendlich wachsendem # gegen O zustreben. Nach X wäre dann 


diese Funktionenfolge für pes gleichmäfig beschränkt, daher 
kônnte man aus ihr eine für |2| =. gleichmäfig gegen eine be- 
stimmte Funktion 

PC) = Hp + ne 


konvergierende Teilfolge | Jn, (z)} aussondern. Nun ist y(:) eine 
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Fuanktion, die für l1< + regulär ist und an der Stelle z — 0 


eine v-fache Nullstelle besitzt, während die g,,(2) für [2[<« 
regulär sind und hôchstens (v—1)-mal verschwinden. Darin liegt 
nach dem bekannten Hurwitzschen Satze ein Widerspruch. 
Hiermit ist (3) verifiziert. 

6, Nun gehe ich zum Beweise des Satzes V über. Ich stütze 
mich dabei wiederum auf den (Bieberbachschen) Satz IX. Wird 
dieser Satz im Falle angewendet, wo m—», n—v—1, K, — 1, 


K,=:..—K,—=0, 9 — + ist, so erhellt die Richtigkeit folgender 
Behauptung : 

Ist 
(6) g(e) = 1 HP t 1 16e pi 


für [2] = R regulär und besitzt ebenda hôchstens » — 1 Null- und 


genau v Einsstellen, so besteht für |2| = . die Ungleichung 
(7) lg(e)1< S(v, v—1, 1,0,...,0,4,1) = A(v). 


Nach dem Cauchyschen Satze genügen die Koeffizienten der 
Reiïhe (6) wegen (7) der Abschätzung 


A (v) 


M< 
(2) 
folglich ist für j = 
R<2 V<9 2: F 


wobei B(v) durch die Relation 
B(v) — 2 Max {1, A(v)} 


1 = "v, v +1, ..., 


“ 


definiert wird. 

Aus dem ebengesagten folgt der Hilfssatz 

XI. Es gibt eine für ganzes v Z 1 definierte positive Funktion 
B — By) mit folgender Eïigenschaft: Wenn die Funktion 


g() = 1+7,# +78 Ra x 


— tee und ebenda, 


LE 


abgesehen von der Stelle z = 0, von Eins RE ist, so muf sie 
in diesem Kreise mindestens v-mal verschwinden. 
Nach diesem Hilfssatze nimmt jede Funktion 


h(2) = 0,2"+0,,,2"% +... mit 0, + 0 (jZw eine feste Zahl), 


mit y, +0 (j eine feste Zahl) für |:| = 
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regulär ist und ebenda nur im Naull- 


welche für DÉTE 


punkte verschwindet, den Wert w + 0 mindestens v-mal in diesem 
Kreise an'?) (Zum Beweise wende man den Hilfssatz im Faille 


a 


an, wo g(z) — gesetzt ist.) 


Aus diesem mn von XI folgt nun V fast unmittelbar. 
In der Tat, sei 
de 
(8) Max [F(e)l np EARS 2B' [F(&)l RUE 
1 
KES 
wo f(2) eine Funktion bezeichnet, welche den Voraussetzungen 
von V genügt. Ferner sei [w] =». Dann ist nach (8) und (2) 


1 RE 
= = v v+1 2 v+1 NES 
demnach gibt es offenbar ein j Z » derart, da c, + O und 
LOETE Par fe] 
[w| — 2 (2 B) T. BP’ ? 
wobei im Falle j — » c, — 1 zu setzen ist. Für solches j ist 


| Be w|=] 
also muf nach obigem der Wert w im Einheitskreise mindestens 
v-mal durch f(2) angenommen werden. Nun ist aber mit Hinsicht 
auf (2) 


1 
m — Max 2) = , 
#I=S% 
folglich genügt 
+ 
de 


den nes des Satzes V. 

12) Daraus folgt eine Verallgemeinerung des Satzes I meiner Note »Über 
die Wurzelverteilung analytischer Funktionen, etc.“, a. a. O. 2). Sie lautet: Jede 
analytische Funktion f(2) mit f'(a)=--:.=f"% (a) =f'(b)=:..=f92(b) —0, 
welche für 3 — a und z = b ungleiche Werte « und B besitat, nimmt jeden zwischen 
œ und B liegenden Wert y in einem (a und b enthaltenden) Gebiete G — G(a, b, ») 
mindestens v-mal an, es sei denn, daf sie ebenda irgendwo singulär wird, oder die 
beiden Werte « und B mindestens (v+ 1)-mal annimmt. Hierbei hängt die Aus- 
dehnung und Lage des Gebietes G bloB von a, b und v ab. 
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%. Den Beweis des Satzes VI betreffend beschränke ich mich auf 
die Bemerkung, da er Schritt für Schritt auf dieselbe Weise ge- 
führt werden kann, wie der eben vollendete Beweis von V. Nur 
der Ausgangspunkt ist ein anderer: anstatt des obigen Korollars 
des Bieberbachschen Satzes IX wird eine Landausche Folge- 
rung !*) aus dem Schottkyschen Satze angewendet, um eine hier 
der Relation (7) entsprechende, für das weitere grundlegende Ab- 
schätzung abzuleiten. 

In diesem Zusammenhange erwähne ich noch schlieflich, daf 
durch bessere Ausnützung des Satzes IX auch Satz V zu einem 
Satze ähnlichen Wortlautes wie VI erweitert werden kann, indem 
man von den Funktionen (2) auch solche zuläft, welche aufer der 
trivialen Nullstelle z — 0 auch nichttriviale Nullstellen im Einheïits- 
kreise aufweisen, jedoch in gleichmäfig beschränkter Anzahl. 


13) E. Landau, a. a. O. 8), Satz XXVI; diese Folgerung kann auch zur 
Herleitung. einer zweiten Verallgemeinerung des in der Fufnote 12) erwäbnten 
Satzes als Grundlage dienen, welche einen ähnlichen Wortlaut hat, wie die ebenda, 
formulierte erste Verallgemeinerung des fraglichen Satzes: Jede analytische Funt- 
tion f(e) mit f(a) + f(b) nimmt jeden zwischen f(a) und f(b) hegenden Wert in 
einem a und b enthaltenden Gebiete T' — T'(a,b,n) mindestens einmal an, es sei 
denn, da sie daselbst irgendwo singulär wird, oder aber die beiden Werte f(a) 
und f(b) mindestens (n + 2)-mal erreicht (n = 0). Hierbei hängt die Ausdehnung 
und Lage des Gebietes T' von der Grüfien a, b und n und nur von diesen ab. 


Verallgemeinerte trigonometrische Entwicklungen. 


Von 
Norbert Wiener aus Boston U. S. A. 


Vorgelegt von R. Courant in der Sitzung vom 23. Oktober 1925. 


Seit vielen Jahren haben die Physiker sich mit der Frage 
nach der Zerlegung von weifem Licht in periodische Komponenten 
beschäftigt. Die Môglichkeit einer solchen Zerlegung ist seit dem 
frühesten Beginn der Wellentheorie einleuchtend gewesen, und 
vielleicht vermuten die Physiker allgemein, daf die vollständige 
Theorie sich in der Literatur vorfindet. Doch zeigt uns schon 
eine kurze Überlegung, daf eine solche Theorie, wenn sie über- 
haupt wirklich existiert, von neuestem Datum sein muB; denn der 
berühmte Streit zwischen Poincaré !) auf der einen Seite und Gouy ?), 
Schuster *) und Lord Rayleigh ‘) auf der andern über die Beschaffen- 
heit des weïfen Lichtes wäre unmôglich gewesen, wenn Klarheïit 
über den präzisen mathematischen Sinn bestanden hätte, in wel- 
chem die allgemeine, beschränkte, nicht periodische Funktion in 
ihre Komponenten zerlegt werden kann. Es ist wohl bekannt, 
daf weifes Licht Interferenzerscheinungen bei einem Wegunter- 
schiede von mehreren Zentimetern zeigt, vorausgesetzt, daB man 
es durch ein Spektrometer von genügender Auflüsungskraft beob- 
achtet. Poincaré hat diese Tatsache für einen sicheren Beweis 
dafür gehalten, daf die Âtherschwingungen, die weifes Licht bilden, 
in hohem Grade periodisch seien. Die anderen oben erwähnten 
Autoren wiesen jedoch darauf hin, daf die Periodizität von dem auf- 
lôsenden Instrument allein abhängig sein kônnte, ohne irgend eine 
Abhängigkeit von der Natur der aufgelôsten Wellen. Dies be- 
wiesen sie dadurch, daf sie weifes Licht in eine unregelmäfige 


1) C. R., 120, p. 1895. 

2) Journ. de Phys., 5, p.354, 1886. 

3) C. R., 120, pp. 915, 987. 

4) Artikel über , Wave Theory“, Encyclopaedia Britannica. 
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Folge von Âtherimpulsen auflôsten, deren jeder durch ein Fourier- 
sches Integral analysiert werden konnte. 

Dabei wird die Zerlegung von weifem Licht in zwei Schritten 
ausgeführt. Es ist gar nicht klar, ob die Impulse wirklich physi- 
kalisch existieren oder blof mathematische Konstruktionen sind. 
Diese Theorie ist weder direkt, noch einfach, noch elegant. Sie 
ist jedoch nützlich, in Ermangelung einer passenden Analyse. Es 
gibt schlieflich noch eine indirekte Auflüsungsmethode. Diese Me- 
thode, mit welcher die Namen von Gouy und von Planck ver- 
knüpft sind, stellt die elektrische Verschiebung über eine lange, 
jedoch endliche Zeit durch eine Fouriersche Reihe und infolge- 
dessen durch ein Linienspektrum dar. Wenn das Ausgangs - Zeit- 
intervall mehr und mehr verlängert wird, rücken die Linien 
immer näher aneinander, und die Energieverteilung — oder besser 
die Leistungsverteilung — nähert sich der in einem kontinuier- 
lichen Spektram stattfindenden Verteilung. 

Es ist leicht zu sehen, daf weder das Fouriersche Integral 
noch die Fouriersche Reïhe das richtige Instrument für die Be- 
handlung weifen Lichtes ist, wenngleich sich diese in beide Rahmen 
zwängen läfit. Dieselbe Schwierigkeit erhebt sich in den Theorien 
der Geräusche, der Erdbeben- und Meereswellen. Es handelt sich 
in allen diesen Fällen um Funktionen, die erstens nichtperiodisch 
sind und auBerdem nicht gegen Null streben, wenigstens nicht inner- 
halb der Intervalle, die für uns in Frage kommen. Die erste Tat- 
sache verhindert uns, sie vermittels einer Fourierschen Reïhe zu 
zerlegen, die zweite daran, daB wir zu diesem Zweck ein Fourier- 
sches Integral benutzen. Trotzdem zeigen diese Funktionen eine 
gewisse RegelmäBigkeit. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, 
diese Regelmäfigkeit zu charakterisieren und das geeignete Werk- 
zeug zur Zerlegung dieser Funktionen zu schmieden. 

Der spezielle Fall eines reinen Linienspektrams ist bereits in 
der Literatur genügend behandelt worden. Rein formale Ansätze 
für die Theorie wurden 1897 von Schuster in seiner sogenannten 
»periodogram analysis“ konstruiert; die wirkliche Bestimmung 
der Funktionenklasse, für welche diese Methode anwendbar ist, 
und die strenge Rechtfertigung der Methode ergibt sich aber erst 
aus den Arbeiten von Harald Bohr °). 

Bohr nennt eine Zahl r eine ,Verschiebungszahl*, die zu 


5) H. Bohr, Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. I. Eine Ver- 
allgemeinerung der Theorie der Fourierreihen. Acta Mathematica 45 (1924), 
pp. 29—127. 
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einer positiven Zahl & und der stetigen Funktion f(x) einer reellen 
Variablen gehôrt, wenn für alle x die Ungleichung 


[f@+r)—f(@)l £ 6 


gilt. Wenn dann für irgend ein vorgegebenes s& eine positive 
Zahl 1(e) existiert, derart, daB für alle à die Funktion f (x) im 
Intervalle (a, a+1(s)) eine Verschiebungszahl besitzt, die zu / 
gehôürt, wird f(x) ,fast periodisch“ genannt. Jede fast periodische 
Funktion ist umkehrbar eindeutig verknüpft mit einer Reihe der 
Form 


ce “ 
B=: À, et A,% 
1 ? 


wo die Anzahl der Glieder abzählbar ist. Die Art dieser Ver- 
knüpfung wird gegeben durch eine Verallgemeinerung des geläufigen 
Begriffes der Konvergenz im Mittel. 

Die in der Theorie der allgemeinen Banden- und Linienspektra 
vorkommenden Funktionen erfüllen gleichfalls gewisse Regula- 
ritäts- oder Gleichmäfigkeitsbedingungen, die ihre harmonische 
Zerlegung erleichtern. Ich werde hier auf die weitest erreich- 
baren Bedingungen dieser Art nicht eingehen. Jedoch wird die 
zu diskutierende Klasse den in Betracht kommenden Typus von 
GleichmäfBigkeitsbedingungen klar erkennen lassen. Sie ist aller- 
dings viel zu beschränkt, und ich habe keinen Beweis, daf sie irgend 
einen Fall eines kontinuierlichen Spektrums enthält. Doch bietet 
die dafür notwendige Erweiterung keine wirklichen Schwierig- 
keiten. 

Sei f (x) eine stetige Funktion von x; dann stellt bis auf einen 
konstanten Faktor 

1 A+T 
40= 5 f rore+Da 


eine Art von Korrelationskoeffizient von f mit sich selbst bei einer Ver- 
schiebung é dar. Wenn irgend eine Gleichmäfigkeit in der Unregel- 
mäfBigkeit von f(x) existiert, dann sollte p(T, À, t) für grofe Werte 
von 7 merkbar unabhängig von À sein. Wir nennen f (x) ,brauch- 
bar“, wenn lim (7, A,t) gleichmäfig in À und té existiert. 


T — co 
Es ist leicht zu sehen, daB dann 


Him (7, À,t) — C(f;t) 
See) ; | 


unabhängig von À ist. Die Grôlfe C(f;t) stellt einen wichtigen 
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Begriff dar, der in das Studium der Wärmeausbreitung durch 
kontinuierliche Bewegungen von G. I. Taylor‘) eingeführt worden ist. 

Wir wenden uns nun zu der genaueren formelmäBigen Aus- 
fübrang. Wir verfolgen zunächst einige Ideen von Hahn°) über 
die Fourierentwicklung der allgemeinen, beschränkten Funktion 
f(æ). Offenbar sollte ‘diese Entwicklung wenigstens formal ein 
Stieltjesches Integral 


OO OQ 
(1) f cos Ta a+ [ sin æ « dÔ(«) 
0 0 


sein, denn sie muB die Fouriersche Reihe 
D(4,cosnx + B,sinnx) 


und das Fouriersche Integral 
OO OQ 
k cos sep (a)du + Î sin æa (a) da 
0 0 


enthalten. Formal hätten wir, in Analogie mit den Fourierschen 
Integralformeln 


JS 1 FF ï 

s@ = [7 f@cosarde; v@ = + [7 rsinardr 
ELA ee T DE 

die Formeln 


re F à Jef recosuds 


Le "DUO ie du 
d(«) — 3 fac [7 rosinerar 


| = de Een 
TH * —CO 


(2) 1 


wo e”% eingeführt wird, um das Verschwinden des Zählers im 
letzten Integral für x — 0 zu sichern, ohne/ das 1 UPe yon 


fr: f(æ 2) 2 x zu stôren. 


6) Proc. Lond. Math. Soc. (2) 20 (1920), pp. 196—212. 
7) Bericht über die Jahresversammlung zu Innsbruck, Jahresbericht der 
deutschen Mathematikervereinigung 33 (1925), p. 107. . 
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Die Formeln (1) und (2) gelten in unserer Theorie für irgend 
eine stetige, beschränkte Funktion f (x), vorausgesetzt, daB die vor- 
liegenden Integrale richtig verallgemeinert werden. Erstens müssen 
die ins Unendliche erstreckten Integrale, die y und Ô darstellen, 
als Limites im Mittel von Integralen über irgend einen endlichen 
Bereich aufgefaft werden. Die Integrale in (1) verlangen eine 
speziellere Erklärung. Wenn wir eine ,brauchbare“ Funktion 
f (x) betrachten, für welche C(f; t) nicht gleich Null ist, und wenn 
y und Ô stetig sind — diese beiden Bedingungen darf man mit 
Recht als erfüllt betrachten, wenn es sich um Lichtspektra han- 
delt —, dann ist es unmüglich, da y und Ô von beschränkter to- 
taler Variation sind. Das Stieltjesche Integral ist deshalb für 
unsere Zwecke ganz unzulänglich. Aus dieser Schwierigkeit hilft 
uns die Tatsache, daf Kosinus und Sinus differenzierbare Funk- 
tionen sind. Wir definieren mit Hilfe der Teiïlintegration 


L A A 
8 a dy(a) + in æ a d (a 
(3) Î coë za dy(o) J sin e dô() 


A A 
Es cosæAy(4)+ sine 48(4)+a| f° possede f A 
0 0 


Dennoch wird es im allgemeinen nicht der Fall sein, daB dieser 
Ausdruck gegen irgend einen Limes im Mittel konvergiert, wenn À 
unendlich wird. Tatsächlich gilt jedoch für irgend ein Intervall 
(a, b) die Gleichung 


E+I1 d A À 2 
He a [ re ff cosæudy(a)— Î sin 2 & dû (a)| de 0. 
Ë£— 00 £ a 0 0 

Um diese Gleichung wôrtlich auszudrücken, werden wir sagen, 
daf der Ausdruck (3) ,fast“ im Mittel gegen f(x) konvergiert, 
wenn À unendlich wird. 

Die Funktionen y(«) bzw. Ô(«) drücken die totalen Ampli- 
tuden von allen Kosinus- bzw. Sinuskomponenten von f(x) mit 
Frequenzen bis zu « aus. In einem gewissen Sinne bestimmen 
sie das Spektrum von f(x). Dieser Sinn ist nicht der des Physikers. 
Sein Spektrum ist vor allem ein Leistungsspektrum; Phasenverhält- 
nisse kommen nicht zum Vorschein, und die Stärke einer Spektral- 
linie wird bestimmt durch das Quadrat ihrer Amplitude. Um zu 
diesem Begriff überzugehen, definieren wir 


a h —0 


bd b 
Ole} = in 7 f (pa +)-pte-dc 
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Es ist leicht zu sehen, daf, wenn œ eine Funktion von beschränkter 
b 

totaler Variation im Intervalle (a, b) ist, Q |g(a)} die Summe der 
a 


Quadrate der Sprünge von y repräsentiert. Im allgemeinen werden 
wir Q, wenn es überhaupt existiert, als Summe der Quadrate der 
sunendlich kleinen Sprünge“, die œ@ im Intervalle (a, b) macht, 
zusammen mit der Summe der Quadrate der tatsächlichen Sprünge 
von œ betrachten. Dies ist natürlich nur eine Redewendung, wird 
aber zur Erläuterung des Folgenden nützlich sein. 


K 
Gewisse Schwierigkeiten in der Bestimmung von Q 17 ()] 
—K 


K 
+ Q LIOI entstehen in den Punkten À und —X aus der Tat- 
LE 


sache, daf die Definition von Q sich ein wenig über diese Punkte 
hinaus erstreckt; aber sie kônnen mittels einer geringen Ver- 
änderung der Definition beseitigt RE Vr Ge: »brauchbarem“ 


f (x) existiert dieses verallgemeinerte Q ty (a)}+ Q 19 (@)} i immer 


und wird in der Form À |f; K|} Pt mn Es ist Téicht zu sehen, 
da, sofern y(«) und Ô(«) die Summen der Amplituden von allen 


f-Komponenten darstellen, deren Frequenzen zwischen O0 und 2 


liegen, R\f; æ} die Summe der Quadrate der Amplituden von 
allen solchen Komponenten repräsentiert. Das heifit, R{f; «} ist 
eine zunehmende Funktion von «, die stetig bzw. sprungweise zu- 
nimmt, wenn f ein Banden- bzw. Linien-Spektrum hat. 

Die wichtigsten Theoreme, die ich gefunden habe, sind, daf, 
wenn f ,brauchbar“ ist, 


(oe] 

(FER) sf cosahdR|f; «| 
0 

ist, wo das Integral jetzt ein gewüôhnliches Stieltjesches Integral 

bedeutet, und daf entsprechend 


R\fe) = lim mali CIF; h] : 


ch; 


ist. Die letzte Formel gestattet uns, direkt von C zu der Leistungs- 
verteilang im Spektrum überzugehen. Da wir C unmittelbar aus 
f erhalten künnen, haben wir eine Methode, die sich rechnerisch 
zur Bestimmung des Leistungsspektrums einer gegebenen Kurve 
benutzen läfit. Diese Methode geht viel weiter als die ,periodogram 
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analysis“, welche das Linienspektrum einer Funktion gibt, aber 
das Restglied im Falle eines kontinuierlichen Spektrums vernach- 
lässigt. 

Ein wichtiger Hilfssatz bei dem Beweise der vorangehenden 
Formeln ist folgender: 

f (x) sei irgend eine beschränkte Funktion, so daB 


SH 
lim Ë f [f (æ)l' dx 


T— co em 


[ee] (se) 
existiert. Dann existieren Q {y(«)}i und Q }0(«)}, und zwar ist 
— 09 — 00 


. e FL Ne 
+ Q Qi, ln 5 f rer 


Diesen Hilfssatz, der eine Verallgemeinerung des Parsevalschen 
Satzes ist, hat der Verfasser*) benutzt als ein Lemma für einen 
Beweis der Bohrschen Verallgemeinerung des Parsevalschen Satzes 
auf fast periodische Funktionen. Diese Arbeit, welche die strengen 
Entwicklungen zu den Sätzen der vorstehenden Note enthält, 
wurde erst geschrieben, nachdem der Verfasser die Bohrsche 
Arbeit kennen gelernt hatte. Es ist von Interesse, daB dieser 
Beweis des Bohrschen Fundamentalsatzes keine arithmetischen Be- 
trachtungen enthält. 


œ 
Die Beschaffenheit der Funktionen y(«), für welche Q {y (a) 
0 


endlich, stetig und nicht identisch Null ist, kann vielleicht durch 
die folgenden Überlegungen anschaulich gemacht werden. Wenn 
man voraussetzt, daB die Eïinsteinsche Behandlung der Brown- 
schen Bewegung vollständig exakt und nicht nur angenähert ist, 
so folgt daraus, wie leicht zu zeigen ist, daB die als Funktion der 
Zeit aufgetragene Projektion der Verschiebung eines Teilchens auf 
die x-Achse (mit der Wahrscheinlichkeit 1) eine stetige Funktion 
mit einem beschränkten, stetigen Q wird und daher nirgends von 
beschränkter totaler Variation ist. 

Noch andere Berührungspunkte existieren zwischen der Theorie 
der verallgemeinerten trigonometrischen Entwicklungen und der 
Theorie der Brownschen Bewegung. Schuster behauptet, daf 
dann, wenn ein Âtherteilchen sich in einer gänzlich unregelmäfigen 
Weise bewegt — d.h. wie ein Teilchen, das dem Brownschen 


8) Math. Zeitschrift 24 (1925), p. 575—616. 


LA 


2. 
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Bewegungsgesetze unterworfen ist —, die Verteilung der Leistung auf 
die verschiedenen Spektralfrequenzen gleichmäfig ist. Die Schuster- 
sche Behauptung streng zu beweisen ist gar nicht schwierig, wenn 
man die Definitionen der vorliegenden Arbeit etwas verallgemeinert. 
Hierzu ist eine Theorie der Integration im Funktionenraum nôtig. 
Die erforderliche Theorie findet sich in einer Reïhe von Arbeiten, 
die ich früher geschrieben habe. 

Bis jetzt sind nur beschränkte Funktionen erwähnt worden. 
Aber auch gewisse Klassen von nicht beschränkten Funktionen 
sind einer verallgemeinerten trigonometrischen Analyse zugänglich 
Diese Methode hat nützliche Resultate im Bereiche des Heaviside- 
schen Operationskalküls *) und der Differenzengleichungen !‘) ge- 
liefert. 


9) Vgl. meine Arbeit in der Mathematischen Zeitschrift. 
10) Journ. Math. Phys. Mass. Inst. Technol. May, 1925. 


Über stereochemische Umlagerungen in der Gruppe 
des Cholesterins und der Gallensäuren. 


Von 
A. Windaus. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 15. Januar 1996. 


Mit der Stereoisomerie des Dihydro-cholesterins (IT) und des 
Koprosterins (V) hat man sich schon viel beschäftigt ohne die 
Sache vollständig aufklären zu kônnen!). Die Stereoisomerie dieser 
zwei gesättigten Alkohole C2: His O erscheint darum so interessant, 
weil beide neben einander im Darm durch bakterielle Hydrierung 
des Cholesterins C27 He O (1) entstehen, und zwar bildet sich hier- 
bei ein Gemisch von viel Koprosterin und wenig Dihydro - chole- 
sterin?). Dieser Vorgang kann auch künstlich nachgeahmt werden; 
bei der Hydrierung des Cholesterins bei Zimmertemperatur erhält 
man allerdings nur das normale Hydrierungsprodukt, das Dihydro- 
cholesterin); bei der Hydrierung des Cholesterins mit Nickel und 
Wasserstoff bei 180° entsteht dagegen ein Gemisch stereoisomerer 
Hydrierungsprodukte ‘), in welchem das Dihydro-cholesterin und 
das Koprosterin (Pseudo-koprosterin) nachgewiesen worden sind. 

Die Isomerie zwischen Dihydro-cholesterin und Koprosterin 
ist im sterischen Bau des Kohlenstoffskeletts selbst begründet; 
denn die den beiden Alkoholen entsprechenden Stammkohlen- 
wasserstoffe C2 H4s, das Cholestan (III) und das Koprostan (VI) 
sind ebenfalls von einander verschieden. Bei der Oxydation mit 
Chromsäureanhydrid spalten Cholestan und Koprostan Aceton ab 
und liefern zwei stereoisomere Monocarbonsäuren C21 H4o O2; Cho- 
lestan wird zu Allo-cholansäure (1V)°), Koprostan zu Cholansäure 
(VII) abgebaut ‘). 

1) Windaus, Ber. 52, 170 [1919]. 

2) Windaus u. Uibrig, Ber. 48, 862 [1915]. 

3) Willstätter u Mayer, Ber. 41, 2199 [1908]. 

4) Windaus, Ber. 49, 1724 [1916]. 

5) Allo-cholansäure ist in früheren Arbeiten mit dem Namen ,,Hyocholan- 
säure‘ bezeichnet worden. Annalen 433, 279 [1923] und Ztschr. f. angew. Chemie 
36, 309 [1923]. 

6) Windaus u. Neukirchen, Ber. 52, 1915 [1919]. 

Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1925. Heft 2. 148 
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In den letzten Jahren ist es geglückt die nahe chemische Ver- 
wandtschaft zwischen dem Cholesterin und den Gallensäuren nach- 


Cio Ho . CH: . CH (CH): 
CH— 


I. Cholesterin 


CB, 
H,C CH— 
| IUT | 
HC Û 
H, C C CH, 
LAS PETER 
H, C CH CH 
CHOH CH 
ET 
CH 
PAR 
H Cis 190B— 
C5 4,,-CEL ‘CH (CH;) 
HC 10)CH— 
AA 
H, PP Fi Due 
H,C® SCH DCH, 
4) 6) 
pate 
CH OH CH 


I. Dihydro-cholesterin 
Cd 
CH 
HC  CH— 


| 
HC CH— 
P 


Co Ho. CH . CH (CH) 


III. Cholestan 


Ÿ 


CH, 
Le 
CH— 


1 
H,C 
Cio Ho . COOH 


IV. Allo-cholansäure 


Ko 
CH OH CH, 
V. Koprosterin 


Ÿ 


CH; 


AN 
H,C ÜH— l 
| | Cio 9. CH, . CH (CH) 
CH CH— 
4 
HO Penn 
| | | 
H,C . CH CH, 
NAN 
ÜH, ÜH, 


VI. Koprostan 


| Ci Ho. COOH 
H 


VII. Cholansäure 
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zuweisen. Es ist nicht unwahrscheinlich, daB dieser chemischen 
auch eine physiologische Verwandtschaft entspricht und daB das 
Cholesterin die Muttersubstanz der Gallensäuren ist. Wenn das 
Cholesterin im Organismus in Grallensäure übergehen sollte, fände 
hierbei dieselbe sterische Umlagerung statt wie bei der Kopro- 
sterinbildung; denn die bisher bekannten Gallensäuren leiten sich 
alle von der dem Koprostan zugehôrigen Cholansäure und nicht 
von der Allo-cholansäure ab. Nach Wielands Untersuchungen !) 
sind die in der Rindergalle aufgefundenen Gallensäüren folgender- 
mafen gebaut: Litho-cholsäure ist 3-Oxy-cholansäure (VIII), 
Desoxy-cholsäure ist 3.7-Dioxy-cholansäure (IX), Cholsäure soll 
3.7.13-Trioxy-cholansäure (X) sein; die in der Gänsegalle und in 
der Menschengalle aufsefundene Cheno-desoxy-cholsäure (Anthropo- 
desoxy-cholsäure) ist wahrscheinlich 3.12-Dioxy-cholansäure (XI). 


CH CH 
AN AN 
EH, C CH—) H,C  CH— 
| | + C0 Ho + COOH | | Co H19 - COOH 
CH CH—) CH CH— 
. 
HC  C—CH, HC  C—CH, 
| 
HOHC CH CH HOHC CH CHOH 
VAN TE NA 
CH, CH, CH CH 
VIII. Litho-cholsäure IX. Desoxy-cholsäure 
CH CHOH 
a LA 
HOHC DTA HC  CH— 
| | Co H19 : COOH | Cio H19 . COOH 
CH CH— CH CH— 
ÉNR UNE 
HC  C—CH, H,C  C—CH, 
| | Log 
HOHC CH CHOH HOHC CH CH 
NEC ACAINE 
CH,:: CH, CH CH, 
X. Cholsäure XI. Cheno-desoxy-cholsäure. 


Es gibt sicher noch viele andere Gallensäuren, doch sind die 
meisten wegen ihrer schweren Zugänglichkeit nicht genau unter- 
sucht worden. Wie überraschend ist es, daf die Wirbeltiere, die, 
soweit wir wissen, alle dasselbe Cholesterin enthalten, so viele 
verschiedene Gallensäuren bereiten! 

Unter den natürlich vorkommenden Gallensäuren zeigt die 
Säure der Schweinegalle, die Hyo-desoxy-cholsäure C24 H4o Ou 


1) Zeitschr. f. physiol, Chem., Jahrgang 1912—1925. 
LES 
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insofern ein besonderes Verhalten, als beim Abbau dieser Säure, 
und zwar nur hier, Umlagerungen von der Cholansäure-Reiïhe in 
die Allo-cholansäure-Reïhe vor sich gehen. Diese sterischen Um- 
lagerungen haben zwar die Untersuchung der Hyo-desoxy-cholsäure 
sehr erschwert, sie haben aber auch die Aussicht erôffnet endlich 
über die Natur dieser biologisch wichtigen Umlagerung ins Klare 
zu kommen. 

Hierfür war es notwendung zunächst die Strukturformel der 
Hyo-desoxy-cholsäure sicher zu ermitteln. Dies ist folgendermafen 
geschehen: Hyo-desoxy-cholsäure läft sich über eine Hyo-choladien- 
säure C4 H36 O> in Cholansäure überführen; sie besitzt also dasselbe 
Kohlenstoffskelett wie die Cholsäure. Bei der Oxydation mit 
Natriumhypobromit gibt sie eine Oxy-litho-biliansäure C2 Hss On, 
die sich bei der Reduktion mit Eisessig und Jodwasserstoff in 
Litho-biliansäure (XIT) verwandeln läft. Die Litho-biliansäure ist 
zuerst von Wieland') aus der Litho-cholsäure (VIII) erhalten 
worden, sie gehôrt in die Cholansäure-Reïhe und entsteht durch 
Aufspaltung des Ringes I zwischen C> und C3. 


CH, CH, 
EX 78 
H, C PES ; H, C FC nes 
| i CH,,.CH,.CH,.COO0H | [ Co H,4. CH. CH. 
CH Ca—|) CH CH—) 
ANA va VON 
EH, C C—CH, HOOC C—CH, 
| | | 
HOHC CH CH HOOC CH CH: 
NRA NAN 
CH, CH CH, CH 
VIII. Litho-cholsäure XII. Litho-biliansäure. 


In derselben Weise verläuft der Vorgang auch bei der Hyo- 
desoxy-cholsäure; die Hydroxylgruppe, an welcher die Oxydation 
ansetzt, muB also an C> oder C3 haften. 

Oxy-litho-biliansäure (XIV) gibt mit Chromsäureanhydrid eine 
Oxo-litho-biliansäure (XV), die sebr leicht Kohlendioxyd abspaltet 
und in eine Ketodicarbonsäure C23 H36 O5 (XVI) übergeht; sie muf 
demnach eine 8-Ketosäure sein. : Wie ein Blick auf die Formel 
der Litho-biliansäure (XII) zeigt, ist für die B-ständige Ketogruppe 
nur die Stellung 13 oder 22 zur Verfügung. Die Stellung 22 ist 
darum ausgeschlossen, weil dann auch die weiter unten zu be- 
sprechende Hyo-dehydro-desoxy-cholsäure Co4 H36 O4 (XIX) eine £- 
Ketosäure sein müfte, was nach ihrem Verhalten ausgeschlossen 


1) Wieland u Weyland, Zeitschr. f. physiel. Chem., 110, 126 [1820]. 


COOH 
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ist. Die Ketogruppe der Oxo-litho-biliansäure muB also in 13 
stehen; die Hyo-desoxy-cholsäure (XTIT) ist demnach eine 2 oder 
3, 13-Dioxy-cholansäure und ihr Abbau ist folgendermassen zu 
formulieren : 


CH; Le CH 
)° a 
C  CH— HOHC CH— H,C CH— 
ee] CioHo.COOH PEUT Cio Ho. COOH MI Co Ho. COOH 
. CH cu | CH CH— CH CH— 
| + di Re HOOC  C— CH, HOOC  C—CH, 
| | | 
DEC CH CH, HOOC CH CH, HOOC CH CH 
MIA DA NA PLAN A 
l CH, CH CH, CH CH, CH 
à III. Hyo-desoxy-cholsäure !) XIV. 13-Oxy-litho-biliansäure XI. Litho-biliansäure 
CH; CH; 
PAU C PAS 
OC CHE—) OC  CH— 
| | Co Ho. COOH | | Ci0H19 - COOH 
CH CH—| CH, CH— 
a: e Sa 
HOOC  C-—— CH, C CH, 
| | | | 
HOOC CH CH, HOQCNCHMCHE 
| DA AD 4 
CH, CH, ÆHC CH 
XV. Oxo-litho-biliansäure XVI. Keto-dicarbonsäure C3 H;ç Os. 


Eine weitere Versuchsreihe hat die endgültige Entscheidung 
über die Strukturformel gebracht. Die Hyo-desoxy-cholsäure wird 
bei der Oxydation mit Chromsäureanhydrid in die «-Hyo-dehydro- 
desoxy-cholsäure (XIX) verwandelt, die sich leicht in die B-Säure 
(XX) umlagert. Die B-Hyo-dehydro-desoxy-cholsäure, die in die 
Allo-cholansäure-Reiïhe gehôrt (s. unten), gibt bei der Oxydation 
mit Kaliumhypobromit eine ,Oxo-stadensäure“ C24 H36 O7 (XXI); 
die Konstitution dieser Keto-tricarbonsäure folgt daraus, daf sie 
bei der Reduktion nach L. Wolff in die Stadensäure (XVIII) 
übergeht, die aus dem Dihydrocholesterin entsteht und deren Kon- 
stitution sicher erkannt ist?). 


1) Die Hydroxylgruppe des Ringes I künnte auBer an C; auch an C, gestellt 
werden. 

2) Windaus u. v. Staden, Zeitschr. f. physiol. Chem., 117, 149 [1921]. 
Windaus u HoBfeld, Zeitschr. f. physiol. Chem., 145, 179 [1925]. 
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CH CH, 
PA NS 
HC  CH— HOMO 
| Co Ho + CH: . CH (CH3) | Co Ho + CH . CH (CH3)e 
HC  CH— HC CH— 
ANA TPS: 
HC .C——CH, HC C—CH 
| | | | a 
HOMO CH, HOOC CH CH 
HOH CH, HOOC CH, 
IT. Dihydro-cholesterin x XVII. Säure C,, H,, O0, aus 


Dihydro-cholesterin 


Hier ist also der Ring I zwischen 

Fa ZX 
C3 und C4 aufgegangen; die eine H,C® CH— 

Co H:9 . COOH 

Hydroxylgruppe der Hyo-desoxy- 1 
cholsäure mu also an Cs oder Ca 7 
haften. Die Kombination der Beob- HC © 
achtungen an der Oxy-litho-bilian- Re CH CH, 
säure und an der Oxo-stadensäure 
beweist also die 3-Stellung der einen HOOC CH, 
Hydroxylgrappe. Die eben be- XVII. Stadensäure, 
schriebenen Reaktionen lassen sich in folgender Weiïse formulieren : 


CH, 


XIII. Hyo-desoxy-cholsäure 


CH, CH 
OC  CH— OC CH 
| Cio Ho + COOH | | C0 H19 + COOH 
CH CH— HC CH— 
ONCE > 7 
H, C C——CH, H, C C—CH, 
| | 
OC CH CE, OC CH CH 
À AU ds /H Na 
CH; CH CH; CH 


XIX. «-Hyo-dehydro-desoxy-cholsäure XX. B-Hyo-dehydro-desoxy-cholsäure 


CH, CH, 
AN 
HC ŸH—; OÙ /dE— 
lui) Ouf COUR L_ 11. LOL H.:C008 
HC CH—| HO COR 
PAT A “7 à 
H 0 00H ERREURS à 
| | | 
HOOC CH CH HO0OC CH CH 
LOC Aa 
HOOC CE, HOOÛ CH, 


XVIII Stadensäure XXI. Oxo-stadensäure. 
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Wird die Oxo-stadensäure auf 250° erhitzt, liefert sie unter Ab- 
spaltung von Wasser eine Enol-lacton-dicarbonsäure C24 H34 O6 (XXII) 


CH, CH, 
OC CH—) O——C CH— 
| | | Cio Hi9. COOH | | | Cio 9. COOH 
CH CH— OC C CH| 
Pr apte AR 
H, C C=—CH; H C C—CH, 
HOOC CH CH, CH CH 
DIE BANG: 
HOOC CE HOO0C CH, 
XXI. Oxo-stadensäure XXII Enol-lacton-dicarbonsäure. 


Wie aus der Bredtschen Regel!) folgt, kann eine solche Wasser- 
abspaltung zwischen einer Carboxyl- und einer zyklisch gebundenen 
Carbonylgruppe nur vor sich gehen, wenn in einer y- oder à-Keton- 
säure die carboxylhaltige Seitenkette an einem zur Carbonylgruppe 
«-ständigen Kohlenstoffatom haftet?). Bei Betrachtung der Formel 
XVIII sieht man, daB diese Bedingung nur erfüllt ist, wenn man 
der Carbonylgruppe die Stellung 13 oder vielleicht die Stellung 8 
zuweist. 

Auch hier stimmen die Versuchsergebnisse ausgezeichnet mit 
den an der Oxy-litho-biliansäure erhaltenen überein und beweisen, 
daf die Hvyo-desoxy-cholsäure die beiden Hydroxylgruppen in 3 
und 13 enthält. 

Nachdem die Hyo-desoxy-cholsäure als 3.13-Dioxy-cholansäure 
erkannt ist, soll nunmebhr eine Besprechung der anfangs erwähnten 
stereochemischen Umlagerungen erfolgen. 

Für die Deutung der Erscheinungen stütze ich mich auf die 
Erfahrungstatsache, daB solche stereochemischen Umlagerungen 
nicht regellos stattfinden und dadurch jeden Versuch einer Kon- 
stitutions- und Konfigurationsbestimmung illusorisch machen, son- 
dern daf auch hier Gesetzmäfigkeiten wahrnehmbar sind. In der 
Gruppe der hydro-aromatischen Säuren sind die folgenden wichtig: 

a) Umlagerungsfähig durch Säuren oder Alkalien ist eine 


F°>-CE - Gruppe, wenn sie in «-Stellung zu Carbonyl oder 


1) Die Bredtsche Regel sagt, daB wenn zwei Ringe in anderer Stellung 
als in der 1.2 Stellung miteinander verknüpft sind, also eine sogenannte Brücken- 
bindung vorliegt, von den Knotenpunkten der beiden Ringe keine Doppelbindung 
ausgehen kann. Bei vielgliederigen Ringen sind Ausnahmen von der Regel vor- 
auszusehen. (Annalen, 437, 1 [1924].) 

2) Windaus u. Bohne, Annalen, 442,7 [1925]. 
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Carboxyl steht. Ein wichtiges Beispiel ist der Übergang von cis- 
«-Dekalon in trans-«-Dekalon!); cis-B-Dekalon zeigt diese Reaktion 
nicht. Soweit mir bekannt, ist die Nachbarstellung der Gruppen 


F >>CH- und CO für den Eintritt der Reaktion Bedingung. 
b) Bei ,der Brenzreaktion von Dicarbonsäuren kann eine 
K°>>CE-Gruppe eine stereochemische Umlagerung erleiden, wenn 


sie in «-Stellung zum Carboxyl steht. So ist bekannt geworden, 
daf$ trans Hexahydro-hydrozimt-o-carbonsäure dasselbe Hexahydro- 
hydrindon liefert wie die cis-Hexahydro-hydrozimt-o-carbonsäure ?). 
Auch diese Reaktion erfolgt nur an «-ständigen Gruppen. 

c) Wenn bei der katalytischen Hydrierung eines optisch 
aktiven Stoffes ein neues asymmetrisches Kohlenstoffatom ge- 
bildet wird, kônnen nach der Theorie zwei diastereomere Hydro- 
derivate gebildet werden. Dagegen werden an Kohlenstoffatomen, 
die auBerhalb der Doppelbindung stehen, voraussichtlich keine 
stereochemischen Ânderungen stattfinden. Diese Regel besitzt 
sicher eine weitreichende Gültigkeit. Doch glaubt Walden?) bei 
der Hydrierung der Acetylricinolsäure auf eine Ausnahme gestofen 
zu sein. 

d) Endlich sei hervorgehoben, da$ Aluminiumbromid schon bei 
100° eine Umlagerung in bizyklischen Ringsystemen bewirkt ‘). 
Ob auch Platin oder Nickel bei 200° eine ähnliche Wirksamkeit 
entfalten kônnen, ist noch unsicher. Es ist sehr môüglich, daf bei 
Anwesenheit von Aluminiumbromid auch andere cis-Dekalinderivate 
z. B. cis-B-Dekalon in die trans Form umgelagert werden; hierin 
liegt natürlich kein Widerspruch gegen die Regel a) oder b). 

Auf Grund dieser Prinzipien werden die stereochemischen 
Umlagerungen der Hyo-desoxy-cholsäure und ïihrer Derivate in 
dem folgenden Abschnitt besprochen: 

1) Wird Hyo-desoxy-cholsäure im Vakuum destilliert, spaltet 
sie 2 Mol. Wasser ab und ergibt eine Hyo-choladiënsäure (XXII), 
in welcher sich die beiden Doppelbindungen zwischen C1C:3 oder 
Ci3 Ciz und C2C3 oder C3C4 befinden werden‘). Bei der katalyti- 


1) Hückel u. Brinkmann, Annalen, 441, 21 [1925]. 

2) Windaus, Hückel u. Reverey, Ber., 56, 96 [1923]. 

3) Zeitschr. f. angew. Chemie, 38, 811 [1925]. 

4) Zelinsky u Turowa Pollak, Ber., 58, 1292 [1925]. S. auch De- 
bierne, Compt. rend., 128, 1110. 

5) Da die Müglichkeit, daB die Doppelbindungen sich bei der angewandten 
hohen Temperatur verschieben, nicht ausgeschlossen werden kann, besitzt dieser 
Versuch nur geringe Beweiskraft. 
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schen Hydrierung der Hyo-choladiënsäure entsteht hauptsächlich 
Cholansäure neben wenig Allo-cholansäure. Hierbei gehen Cs, 
C13, C2, C3, Ca in CH>-Gruppen über, nur das C1, das in der unge- 
sättigten Säure seine Asymmetrie verloren hatte, wird wieder 
asymmetrisch und kann daher zur Bildang zweier Isomerer Anlaf 
geben. 


CH, 
HC CH— 
| | | (OH H,,.C00H 
XIII. Hyo-desoxy- 4 FA CH 
cholsäure HÉ cn 
2 


XXIIL. Hyo-choladiënsäure (?) 


La D 


CH, CH, 
AN 
H, C Ce H, C CH— 
| Cio Ho - COOH | Cio Ho. COOH 
CH CH—\| HC CH— 
SANS 2 
H;C  C——CH, HOME CE=CH, 
| | | 
H, C CH "CH H,C CH CH, 
NEA FA ROMINE 
CHACÉ, CH; CH, 
VII. Cholansäure IV. Allo-cholansäure. 


Dieser Versuch macht es wahrscheinlich, daB die Stereoisomerie 
zwischen Cholansäure und Allo-cholansäure auf der verschiedenen 
sterischen Anordnung der Substituenten am C-Atom 1 beruht. 

2) Wird die Hyo-desoxy-cholsäure (XIIT) vorsichtig mit Chrom- 
säureanhydrid oxydiert, entsteht, wie bereits erwähnt, eine «-Hyo- 
dehydro - desoxy-cholsäure (XIX), die wie ihre Muttersubstanz in 
die Cholanreïhe gehôüren dürfte. Sie lagert sich aber sehr leicht 
in die stabile B-Hyo-dehydro-desoxy-cholsäure (XX) um, die bei 
der Reduktion nach Clemmensen Allo-cholansäure liefert. 

Bei Betrachtung der Formel (XIX) erkennt man, da auch 
hier nur das asymmetrische C-Atom 1 zu einer Umlagerung unter 
dem Einfluf der «-ständigen Carbonylgruppe befähigt sein wird. 
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C;o H9: COOH 


XIX. «-Hyo-dehydro-desoxy-cholsäure 


CH, 


Fe 
OU POELE 

RH: Cu 000 
He NEC é 


RS 
HC  C—CH, 
| | | 
OCR CHAC HS 
CH CH 
XX. B-Hyo-dehydro-desoxy-cholsäure 


CH, 
HaC.. JÜH 
pe | AOF COR 
HC °C | 
sé 


Ar 4 
H C C—CH, 
| | | 
H, C CHA CH: 
PCA 
CH CH 
IV. Allo-cholansäure. 


3) Wird Oxy-litho-biliansäure-trimethylester oxydiert, bildet 


sich Oxo-litho-biliansäure-trimethylester (XXIV), der sich mit 
methylalkoholischer Salzsäure leicht in Allo-oxo-litho-biliansäure- 
trimethylester (XXV) umlagert. Auch hier befindet sich von den 
asymmetrischen C-Atomen des Moleküls nur das C1 unter dem 
Einfluf einer Carbonylgruppe. 


Oxy-litho-biliansäure-trimethylester 


CB, CH, 
NX 
OC PH OC  CH— 
| | Co Hi9 + COOCH; | | Co Ho  COOCH; 
CH CH—| Î He  CH—| 
x ANA 
H;, COOC  C——CH, H; COOC C——CH, 
| | | | 
H3C00C CH CH H,C00C CH CH 
PIN 4 
CH, CH, CH CE 
XXIV. Oxo-litho-biliansäure- XXV. Allo-oxo-litho-biliansäure- 
trimethylester trimethylester. 


4) Bei der Wasserabspaltung aus der 13-Oxy-litho-biliansäure 
(XIV) erhält man eine ungesättigte Tricarbonsäure, die Litho- 
biliensäure (XX VI), die bei der katalytischen Hydrierung in Allo- 


É 
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litho-biliansäure übergeht. Auch hier ist es das C1, das bei der 
Hydrierung asymmetrisch wird. 


XIV. Oxy-litho-biliansäure 


CH, CH, 
FR FAN 
HC CH H, C CH— 
| | Cio Ho. COOH ; | h Co H15 - COOH 
CH— HC CH—| 
ET LIN 
HOOC CCE HOOC C— CH, 
| | | | 
HOOC CHIICH, HOOC CH CH 
NAN A a et 
CH CH CH, CH 
XXVI. Litho-biliensäure XXVII. Allo-litho-bilansäure 
CH, CE, 
N 
H,.C CH— H C CH— 
| | C0H;3. COOH | | C0 H39 - COOH 
CH CH— CH CH— 
740 > NS 
HOOC C——CH, OC C=——CH 
| | | | 
HO0C CH CH H,C——CH CH, 
Es PNA 
H, C CH; CH, J 
XII. Litho-biliansäure XXVIIT. Brenz-litho-biliansäure. 


DaB tatsächlich die Anordnung an C1 die sterische Ver- 
schiedenheit zwischen Litho-biliansäure und Allo-litho-biliansäure 
bedingt, ergibt sich auch daraus, daf die beiden Säuren bei der 
thermischen Zersetzung dieselbe Brenzsäure, die Brenz-litho-bilian- 
säure (XX VIII) liefern. 

5) Bei der Reduktion der Oxo-stadensänre nach LL. Wolff 
ist das Hauptprodukt, wie oben schon erwähnt, die Stadensäure 
(XVIID, die in die Allo-Reïhe gehôrt. Daneben entsteht in ge- 
ringer Menge die zuerst von Borsche’') dargestellte Iso-litho- 
biliansäure (XXX), die nach ihrer Herkunft aus der Cholsäure 
und dem Koprosterin *) in die Cholansäurereihe gehürt. 


1) Borsche u. Hallwaf, Ber., 55, 3329 [1922]. 
2) Windaus u. Riemann, Zeitschr. f. physiol. Chemie, 126, 277 [1923]. 
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C4 Ne >  XIL Litho-biliansäure 


| 
2 HOOC. ‘CH GO 


A NET 
: H;:C. : CH 
€ Fe ; 
Cholsäure iliansäure (?) 
CB; CH; 
nee PS 
OC CH— H, C CH—} 
\ | | CoH;9 : COOH | | C0 H19. COOH 
CH CH—| CH CH 
AIN > er 
HC : C—CH, H,C C——-CH, 
| | | | | 
HOOC CH: CO HOOC CH CH 
RENE he 
HOOC CH, HOOC CH, 
Iso-biliansäure (?) XXX. Iso-litho-biliansäure 


V. Koprosterin 


Ÿ 


CH, CH, 
_ PS 
H, C a | H, C CH—) 
| | Co H:9. CH. CH (CH;} | | C;5 9. COOH 
CH CH— CH ca—| 
pes > DNS 
EH, C C——CH; HC : C-— CH, 
| | 
HOOC CH CH HOOC CH CH 
ANT FR AA 
HO0Û  ÜE, HO0Ë EH 
XXIX. Säure C:, H,4, 0, aus Koprosterin XXX. Iso-litho-biliansäure. 


Ein Blick auf die Formel der 13-Oxo-stadensäure (XXI) zeigt, 
daf hier an zwei Stellen des Moleküls eine sterische Umlagerung 
erfolgen kônnte, an C1 und an C5. Da sich für eine Umlagerung 
C5 aus den Versuchen 1—4 keine Anhaltspunkte ergeben haben, 
wird man auch hier den Vorgang an C1 verlegen. 


CH, 
74 NS 
0 CH—} 
fu" 1", OH ACOON 
HC : CH— —>  XVIIL Stadensäure (HC) 
È NW 1 
H, C Fr >  XXX. Iso-litho-biliansäure (CH) 
L 


| | 
HOOC CH CH, 


TS. 
HOOC CH, 
XXI. Oxo-stadensäure. 


RTS 
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6) Es gibt allerdings auch einige Beobachtungen, die sich 
nicht ohne weiteres mit der Annahme vereinbaren lassen, daf 
Cholestan (Allo-cholansäure) und Koprostan (Cholansäure) sich 
durch die Anordnung der Substituenten am C1 unterscheiden. 
Diese Fälle sollen noch besprochen werden. 

a) Wird im Cholesterin (1) die Hydroxylgruppe durch Wasser- 
stoff ersetzt, kommt man zum Cholesten (XXXI); dieses lagert 
Chlorwasserstoff an und gibt Cholesten-hydrochlorid (XXXII); 
letzteres spaltet leicht Chlorwasserstoff ab und verwandelt sich 
dabei in Pseudo-cholesten (XXXIIT), das bei der katalytischen Hy- 
drierung in ein Gemisch von Cholestan (III) mnd Koprostan (VI) 
übergeht!). Den Reaktionsverlauf habe ich zunächst so gedeutet, 
wie er durch die Formeln XXXI—XXXIII wiedergegeben ist. 


CH, 
HOUSE 
| is Hs 
HOME CHE 


I. Cholesterin —> Pa 


NATINCGAS 
CH, CH 
XXXI. Cholesten 
ie 
VER 
CB, CH, 
H,C  CH— HC  CH— 
| | Cia Es | Cia H 8 
HC CH—| HC CH— 
dé Eu PARA 
H,C  C— CH, HC  C—CH, 
| | | 
FR OMECEHMECES HS CE CH 
DANSE NAN 
CH, CHCI CH, CH 
XXXII Cholesten-hydrochlorid (?) XXXIIT. Pseudo-cholesten (?) 


Danach würde sich die Doppelbindung des Pseudo.- cholestens 
zwischen C5 Cs befinden; bei der Hydrierung würde das C5 wieder 
asymmetrisch werden, die Isomerie zwischen Cholestan und Ko- 
prostan künnte also durch die sterische Anordnung der Gruppen 
am C5 bedingt sein. Schon vor einigen Jahren habe ich indessen 
nachgewiesen, daf diese Annahme nicht zutreffend sein kann. 


1) Mauthner, Monatshefte, 27, 313 [1906], 28, 1114 [1907], 30, 638 ]1909]. 
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Wenn nämlich für Cholestan (Dihydro-cholesterin) und Koprostan 
(Koprosterin) das C5 das charakteristische Asymmetrie-Zentrum wäre, 
müften sich die Dicarbonsäuren aus Dihydro-cholesterin (XVII) 
und aus Koprosterin (XXIX) nur durch die Anordnung der Sub- 
stituenten an C; unterscheiden. Das ist bestimmt nicht der Fall; 
denn die Dicarbonsäure, die sich von der Säure aus Koprosterin 
nur durch die Anordnung der Substituenten an C5 unterscheidet, 
ist bekannt, es ist die Dihydro-dielssäure (XXXVIT); sie ist ver- 
schieden von der Säure aus Dihydro-cholesterin ‘). Die Annahme 
daf C5 das charakteristische Asymmetrie-Zentrum darstelle, ist 
also auch für diesen Fall als unrichtig erwiesen. Wie sind nun 
aber die Befunde am Pseudo-cholesten zu deuten? Soll man an- 
nehmen, daB das Pseudo-cholesten wirklich die Konstitution XXXIIT 
mit der Doppelbindung zwischen C; und C6 besitzt und daf bei 
der katalytischen Hydrierung das C1 in Mitleidenschaft gezogen 
wird? Mir erscheint dies trotz der Beobachtungen von Walden 
an der Acetyl-ricinolsäure sehr unwahrscheinlich. Viel einleuch- 
tender wäre die Annahme, da sich im Pseudo-cholesten die Doppel- 
bindung zwischen C1 und C3 befindet und daf die nebeneinander 
erfolgende Bildung von Cholestan und Koprostan der normale Vor- 
gang ist. Wenn im Pseudo-cholesten die Doppelbindung tatsächlich 
zwischen C1 und C13 stehen sollte, müfte beim Übergang des Chole- 
sterins in Pseudo-cholesten eine unerwartete Reaktion vor sich 
gegangen sein. Auf Grund der Arbeiten von Meerwein?) ist 
die Annahme gerechtfertigt, da diese Umlagerung beim Cholesten- 
hydrochlorid stattfindet. So wie sich «-Campherdichlorid in B- 
Campherdichlorid uamwandelt, kann vielleicht das normale Cholesten- 


CHOICE, CH, CH CH, 
| | 
F HO-C—-CH, H,C=C=CH, 
OËL.- =, LCHCI CHCI 
C 
de CH, 


hydrochlorid (XXXIT) eine Umlagerung in ein 13 (oder 12?)-Chlor- 
cholestan HE erleiden. 


1) Ber., 52, 170 [1919]. Über die Dihydro-dielssäure s. den folgenden Ab- 
schnitt unter b). 
2) Meerwein u Wortmann, Annalen, 435, 197 [1924]. 


Lufin 
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CH, CH, 


Aix. | 
CIHÉ E— HÉ HE 
| | C4 Hs | | Cia Hs 
CH CH— C  Ca-| 
Cholesten-hydrochlorid —> >  _ JN/ 
h, OO EE Hé CH 
| | | | | 
H,C CH CE HC. CE .CH, 
DEN NAT 
EH, CE, CH, CE, 


XXXIV. 13-Chlor-cholestan Pseudo-cholesten (2?) 


Aus einem solchen Chlor-cholestan künnte leicht ein Pseudo- 
cholesten mit der Doppelbindung C:1C13 hervorgehen. Die Richtig- 
keit dieser Hypothese soll alsbald geprüft werden. 

Eine ganz ähnliche Umlagerung muB dann auch bei der Über- 
führung des Oxy-choléstenols in Pseudo-cholesten vor sich gehen ’). 
Auch diese Reaktion soll erneut studiert werden. 


CH, CH 
18 
H,C  CH— | HC CH— 
Cia Hs he Cia Hs 
HC  CH—| ON OH 
FE + 6 
116) Cent CO H,C C—CH 
| | | | | | 
HG: CH à CE HLC CH CH 
NRA ARTE 
CHOH CH CH, CH 
Oxy-cholestenol Pseudo-Cholesten (?) 


b) Die gleichzeitige Bildung von Dihydro-cholesterin und Ko- 


- prosterin (Pseudo-koprosterin) bei der Hydrierung des Cholesterins 


mit Nickel als Katalysator erfolgt bei etwa 190°; hier führe ich 
die Umlagerung, die vielleicht nach Verschiebung der Doppel- 
bindung erfolgt auf Katalysator und hoher Temperatur zurück. 
c) Ein dritter Fall, bei welchem unerwarteterweise ein Übergang 
von der Cholestan- in die Koprostan-Reiïhe erfolgt, ist an der Diels- 
säure zur Beobachtung gekommen. Die Dielssäure (XXXVI) ent- 
steht bei der Oxydation des Cholesterins mit Natriumhypobromit 
und besitzt, wie der Abbau bewiesen hat, die Konstitution XXX VI. 
Bei der katalytischen Hydrierung liefert sie eine Dihydrosäure 
Car His O1 (XXX VII), die sich von der isomeren Dicarbonsäure aus 
Koprosterin nur durch die Anordnung der Substituenten an C:; 
unterscheidet und dasselbe Brenzketon liefert wie diese. An der 


1) Windaus u. Resau, Berichte, 48, 855 [1915]. 
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Dihydro-dielssäure und wahrscheinlich auch an der Dielssäure ist 
also eine Umlagerung an C1 vor sich gegangen, und zwar eine 
solche, die sich den auf S. 165—166 angegebenen Prinzipien a)—d) 
nicht fügt and für die ich eine Analogie bei Verbindungen be- 
kannter Struktur nicht anzugeben weif. Vielleicht kônnte man 
als Erklärungsmôüglichkeit auf die Arbeiten von Thorpe, Ingold 
und ïhrer Mitarbeiter über Ringketten-Tautomerie hinweisen. Eine 
Gleichgewichtsisomerie wie sie bei den beiden tautomeren Formeln 
der Säure Cs H1003 bestehen soll ! 


CB, CH 
R 7 
OC C(CH: he OC Fe 
| re | \ ) 
HC—C DR : sr, 
Da 
HOOC HOOC 


kôünnte auch für das Verhalten der Dielssäure eine Erklärung 
liefern und die Umlagerung an C1 verständlich machen, wie es die 
folgenden Formeln veranschaulichen: 


CH, CH CH 
te 
HC CH—) HC  CH— HC  CH— 
| Cia | | { Cia Es | Cia es 
HC CH—| HC Ca—| HC  CH—| 
Éd ir be dc A 
HC  C——CH, HC  C—CH, HC  C—CH, 
| RER | 
HOME CE CH HOOC CH CH HOOC CH CH 
KA ANA FN 
CHOH CH HOOC CH HOOC CH 
I. Cholesterin hypoth. Zwischenprodukt hypoth. Zwischenprodukt 
CH CH, CH 
PEN ati 
HC  CH— HC CH— HC  CH— 
PESTE LOUE CE | CH er 
cH—| 14 Log CH dant 14 28 CH CH 14 Elog 
se NN ES y DS 2. 
HC \C—CH, HC  C——CH, H, C A. 
- | | Le 4 | 
HOOC C CH, HOOC CH CH HOOC CH CE 
A VAS DEA 
HOOC CH, HO0C CH HO0O0C CH 
hypoth. Zwischenprodukt XXXVI. Dielssäure /XXX VII. Dihydro-dielssäure. 


Wenn auch die hier gegebene Deutung wenig befriedigt und zur 
Klärung der Frage neues experimentelles Material an einfacher 
gebauten Stoffen herbeigeschafft werden mu, scheint mir der in 


1) Farmer, Ingold u. Thorpe, Journ. Chem. Soc., 121, 128 [1922]. 
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vepafec 9 


den vorhergehenden Abschnitten geführte Nachweis, da C1 das 
charakteristische Asymmetriezentrum darstellt, nicht erschüttert 
zu sein. 


Schlufbetrachtung. 


Die Aufklärung der Stereoisomerie zwischeu Cholestan und 
Koprostan gestattet einige weitere Aussagen darüber zu machen, 
in welcher Weise die Ringe im Cholesterin und in den Gallen- 
säuren mit einander verknüpft sind: 

Litho-biliansäure (XII) und Allo-litho-biliansäure (XX VII) 
geben beide dieselbe Brenzsäure, die Brenz - litho - biliansäure 
(XX VIII). Bei einer der beiden Säuren erfolgt also 


CH, CH, 
AN IN 
H, C CH— H, C CH— 
| | C:0 Ho : COOH | | C;0 H9 - COOH 
CH CH— HC CH— 
1 
HOOC C_=CH; HOOC C—CH, 
HOOC CH CH, “HOOC CH CH, 
à TAC A NON 
CH, CH, CH, CH, 
XII. Litho-biliansäure XXVII. Allo-litho-biliansäure 
S Es 
CH, 
"à 
H, C CH— 
| | C;0 H9. COOH 
CH CH— 


CH, 
XXVIII. Brenz-litho-biliansäure. 


eine sterische Umlagerung an dem in «-Stellung zur Carboxyl- 
Gruppe befindlichen C1; und zwar geht diese an der Allo-litho- 
biliansäure vor sich. Der aus Ring I gebildete Fünfring lagert 
sich also nur in einer der môglichen Anordnungen an den Sechs- 
ring IILI an; ich halte es für wahrscheïnlich, da die cis-Stellung 
die bevorzugte ist. Dann besitzt vermutlich die Litho-bilian- 
säure die cis-Konfiguration und der Ring I ist im Koprosterin 
und in den Gallensäuren in cis-Stellung an den Ring IIT ange- 
heftet. 


Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1925. Heft 2. L2 
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Iso-litho-biliansäure (XXX) und Stadensänre (XVIII) sind zwei 
Tricarbonsäuren, die sich ebenfalls durch die Anordnung der Sub- 
stituenten an C1 unterscheiden, nur steht das C1 hier nicht in der 
reaktionsfähigen «-Stellung zum Carboxyl nnd kann demgemäB bei 
der Brenzreaktion keine sterische Umlagerung erleiden. Tatsäch- 
lich sind hier die beiden 
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bei der thermischen Zersetzung gebildeten Brenzsäuren von ein- 
ander verschieden. 

Die Brenz-iso-litho-biliansäure (XXX VIII) enthält den aus 
Ring I hervorgegangenen Fünfring in derselben Stellung wie die 
Brenz-litho-biliansäure, also in cis-Stellung, die Brenz-staden- 
säure (XXXIX) enthält denselben Fünfring in trans-Stellung an 
den Ring IIT angekettet. Die Stadensäure besitzt also wahr- 
scheinlich die trans-Konfiguration und der Ring I ist im Chole- 
sterin und in der Allo-cholansäure in trans-Stellung an den 


1) Hieraus darf man also schlieBen, daB ein bei der Blancschen Reaktion. 
gebildeter Fünfring sich, wenn eine Môglichkeit zur Umlagerung nicht gegeben 
ist, auch in trans-Stellung an einen Sechsring anzulagern vermag. Hiermit stimmt 
überein die Beobachtung von Hückel, da die beiden isomeren Hexahydro- 
phenylen-diessigsäuren zwei verschiedene Brenz-ketone geben, während die beiden 
Hexahydro-hydrozimt-o-carbonsäuren dasselbe Hexahydro-hydrindon bilden (Berichte, 
56, 97 [1923]). 
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Ring IIT angeheftet. Als bemerkenswertes Ergebnis dieser Unter- 
suchung sei hervorgehoben, da die beiden kondensierten Hydro- 
benzolringe I und IIT in der Cholsäure in der Art des cis-Dekalins, 
im Cholesterin in der Art des trans-Dekalins mit einander ver- 
knüpft sind und daf sich der biologisch wichtige Übergang von 
der einen in die andere Reiïhe als Umlagerung eines trans-Dekalin- 
in ein cis-Dekalin-derivat darstellt. Der umgekehrte Vorgang, 
den W. Hückel und E. Brinkmann!') am cis-«-Dekalon ent- 
deckt und studiert haben, findet hier bei der Umlagerung der 
a-Hyo-dehydro-desoxy-cholsäure in das B-Isomere statt. 


1) Loc. cit. 
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Beitrag zur Frage der saxonischen Zerrungen). 
Von 
Hans Stille. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 4. Dezember 1925. 


Mit der Auffassung, daB die saxonische Gebirgsbildung des 
deutschen Boden auf seitlichen Druck zurückgeht und es sich bei 
ihr also im wesentlichen um eine Faltung (,Bruchfaltung“) handelt, 
scheinen die in manchen Teilen Deutschlands auftretenden Zerrungs- 
erscheinungen an den saxonischen Brüchen zunächst nicht verein- 
bar zu sein. Solche Zerrungen kommen in dem Auseinanderrücken 
der saxonischen gro$en Bodenschollen an flach einfallenden Brüchen 
(,Zerrsprüngen“) und daneben auch in vulkanischen Gängen, also 
in Spalten, die vor ihrer Erfüllung mit Magma geklafft haben 
müssen, zum Ausdruck, während umgekehrt Schichtenschrägstel- 
lungen, Faltungen und Überschiebungen Anzeichen der durch die 
saxonische Gebirgsbildung erfolgten Einengung von Schichtmassen 
auf schmäleren Raum sind. Da der ôstliche Randbruch der 
Güttinger Grabenversenkung flach grabenwärts einfällt, ergibt sich 
aus einer älteren Darstellung Grupe’s, die auf Bohrungen fufen 
konnte. Ganz besonders flache Dislokationen, und zwar solche 
von rheinischer (nord-südlicher) Richtung, wies dann neuerdings 
E. Schrüder1) an niederhessischen Gräben nach, während er um- 
gekebrt dort an den Dislokationen hercynischer (südost-nordwest- 
licher) Richtung Überschiebungserscheinungen feststellen konnte. 
So kam er für ein beschränktes Gebiet zu der Auffassung, daf 
die Zerrungen mehr an die rheinische, die Überschiebungserschei- 
nungen mehr an die hercynische Bruchrichtung gebunden zu sein 
scheinen. 


1) Die im Folgenden dargelegten Verhältnisse werden in den ,Gôüttinger Bei- 
trâgen zur saxonischen Tektonik‘ (Abhandlungen d. Preuf. Geol. Landesanstalt, 
N.F., Heft 95) in einem Aufsatze über ,die saxonischen Brüche“ näher aus- 
geführt. Unter diesen ,Gôttinger Beiträgen“ sind auch Eckard Schrôders 
,Tektonische Studien an niederhessischen Gräben“ erschienen, auf die nachstehend 
mehrfach Bezug genommen wird. 
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Dieser Auffassung scheint eine weitgehendere Bedeutung zu- 
zukommen. Denn von 37 Überschiebungen, die ich in der Literatur 
über die saxonischen Gebiete erwähnt finde, sind nicht weniger 
als 33 hercynisch und nur 4 rheinisch gerichtet, und diese 4 haben 
augenscheinlich noch nicht einmal ein irgendwie beträchtliches 
Ausmaf. Umgekehrt ist auch der Güttinger Graben neben anderen 
Verwerfungen Südhannovers, auf deren flaches und rechtsinniges 
Einfallen schon aus den vorliegenden Kartendarstellungen ge- 
schlossen werden kann, von rheinischer Richtung. Auch der Val- 
kanismus als Indiz von Zerrungserscheinungen bevorzugt in Hessen, 
Thüringen und Südhannover gerade die rheinische Richtung und 
meidet im allgemeinen die hercynischen Brüche, wie schon O.Grupe 
und E. Naumann nachdrücklich hervorgehoben haben. 

Wenn sich hiermit schon rein statistisch ergibt, daB die 
saxonischen Überschiebungen ganz überwiegend an Dislokationen 
von hercynischer Richtung gebunden sind, so soll damit keines- 
wegs gesagt sein, daB nicht auch Zerrsprünge in hercynischer 
Richtung auftreten kôünnten, wie umgekehrt (s. oben) auch ver- 
einzelte Überschiebungen rheinischer Richtung bekannt sind. 

Bei der Auffassung eines grofen Teiïls der hessischen Gräben 
als Mulden, wenn auch als ,entartete“, stütze ich mich nicht zum 
wenigsten darauf, daf sie nordwärts in die mehr normalen Bruch- 
mulden des südlichen Hannovers und ôstlichen Westfalens über- 
gehen. Und wenn, wie auf Grund der allgemeinen Schollen- 
anordnung und besonders ‘der Tatsache der Hochbewegung der 
Bruchfalten bei ihrer Entstehung wohl jetzt ziemlich allgemein 
zugegeben wird, die südhannoversche und westfälische Bruchfaltung 
das Ergebnis seitlichen Druckes ist, so müssen auch ihre entarteten 
Ausläufer in Niederhessen, wenn man natürliche Zusammenhänge 
nicht gewaltsam zerreifen will, letzten Endes als Gebilde einer 
Faltung aufgefaft werden. 

Wie haben wir uns aber mit den flachen Zerrsprüngen an den 
rheinisch gerichteten Gräben abzufinden ? 

Es ist bisher zu wenig bewertet worden, daf bei den hessischen 
Gräben rheïinischer Richtung den Zerrungen, die im seitlichen Aus- 
einanderrücken der Schollen zum Ausdruck kommen, Einengungs- 
erscheinungen in Form von Schichtenschrägstellung und Faltung 
innerhalb der einzelnen Schollen gegenüberstehen. Zweierlei 
ist also erkennbar, nämlich einerseits Einengung durch Faltung etc. 
und andererseits Zerrung durch Zerrsprünge, und so erscheinen die 
rheinischen Gräben Niederhessens als durch Zerrsprünge gelockerte 
Faltungsgebilde. Der Zerrungsvorgang, der in den flach einfallenden 
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Sprüngen zum Ausdruck kommt, ist also durch Einengungserschei- 
nungen weitgehend kompensiert und in manchen Fällen vielleicht 
ganz ausgeglichen oder sogar mehr als kompensiert, sodaf die 
Gräben trotz der Zerrsprünge Einengungszonen sein kônnen. 
Finden wir doch im Verlaufe eines niederhessischen Grabens den 
Übergang der Grabenform zu bruchlosen Mulden, wobei letztere 
weiterhin wieder, vielleicht über das Stadium der Halbgräben, zu 
Gräben werden kôünnen. Auf die ,wahre“ Zerrung, die sicher 
vielfach vorhanden ist, weisen besonders die vulkanischen Phänomen 
von nord-südlicher Richtung hin. Scheint doch überhaupt in der 
Mittelmeer-Mjôsen-Zone — d. h. der vom Mittelmeer (Rhonegebiet) bis 
zum Mjôsen-$See nôrdlich von Kristiania reichenden. Zone rheinischer 
Gebirgsbildung, in die auch Niederhessen entfällt —, eine gewisse 
Anlage zu distraktiven Zerspaltungen gegeben zu sein, die sich 
besonders bei Flachgründigkeit des Untergrundes (wenig Deck: 
gebirge über dem Grundgebirge) auswirkt. 

Wo in Mitteldeutschland das starrere variscische Grundgebirge 
zutage tritt, also in den sogen. variscischen ,Horsten“, pflegen als 
Âuferungsform des saxonischen orogenen Druckes einfache Zer- 
berstungen des Untergrundes und wohl auch einfache Schollenver- 
schiebungen nach Art eines Blockgebirges aufzutreten. Demgegen- 
über finden wir in den sogen. Senkungsfeldern, in denen die weniger 
stabilen postvariscischen Schichttafeln die Tagesoberfläche bilden, im 
allgemeinen die Erscheinungen der Bruchfaltung. Wir kônnen in 
diesem Sinne geradezu sagen, daB der besonderen Art des Unter- 
grundes die besondere tektonische Reaktionsform zugeordnet ist. 
Es liegt nahe, diese verschiedenen Arten der tektonischen Reaktion, 
die wir in nebeneïinander auftretenden verschiedenartigen Ge- 
steinskomplexen finden, als einen Fall von disharmonischer Faltung 
auch dann zu erwarten, wenn solche verschiedenartigen Komplexe 
übereinander liegen, wenn also z.B. über einem starreren 
Grundgebirge ein nicht allzu mächtiger Komplex von leichter falt- 
barem Deckgebirge folgt. Da nun aber eine hangende Gesteins- 
folge durch Faltungsdruck eingeengt wird, während ihr Liegendes 
die Einengung nicht mitmacht, wäre z. B. unter der Annahme 
ibrer vülligen Abscherung vom Läiegenden vorstellbar, und der- 
artiges wird ja für gewisse Gebiete stärkerer Faltung, z. B. für 
den Schweizer Jura mit A. Buxtorf, ziemlich allgemein an- 
genommen, Auch in Niederhessen mag es zu gewissen Abscherungen 
der hangenden Schichtfolgen vom tieferen Untergrunde gekommen 
sein, und das Zechsteinsalz mag solche erleichtert haben. Aber 
an Abscherungen, die über weite Landstrecken gingen, ist bei der 
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Geringfügigkeit der saxonischen tektonischen Vorgänge in Nieder- 
hessen wohl nicht zu denken. Vielmehr mufte hier für das Unter- 
bleiben der Einengung im Liegenden, während sich im Hangenden 
die letzten und sehr entarteten Ausklänge der saxonischen Faltung - 
Südhannovers und Westfalens vollzogen, eine andere Art des Aus- 
gleichs eintreten, nämlich diejenige durch die Zerrsprünge. 

Wir sagen also: Es bildeten sich zwar in Form der hes- 
sischen Gräben rheinischer Richtung Ausläufer der saxonischen 
Faltung, aber damit sie im grofien und ganzen im Raume des 
- Liegenden blieben, wurden sie gezerrt. 

In dieser Auffassung ist in der Zone der hessischen Gräben 
rheinischer Richtung der Einengungsbetrag im Deck- und Grund- 
gebirge letzten Endes annähernd der gleiche, wobei er um O (weder 
« Einengung noch Zerrung) nach der positiven (schwache Einengung) 
oder negativen Seite (schwache Zerrung) schwanken mag. Aber 
während das Fehlen stärkerer ,wahrer“ Einengung im Grund- 
gebirge (und in dessen durch den Basalschutz des Grundgebirges 
der Faltung entzogenen unmittelbarem Hangenden) im wesent- 
lichen auf dem Unterbleiben der Faltung beruht, ergibt es sich 
im Deckgebirge auf dem Umwege über eine Faltung, die durch 
Zerrungen weitgehend kompensiert ist. So erscheinen uns die 
Zerrungen in den rheinisch gerichteten hessischen Gräben als Aus- 
gleichserscheinungen dafür, daf der stabilere Untergrund der Fal- 
tung stärkeren Widerstand bot, und in diesem Sinne sind sie 
Auswirkungen der stabileren Tiefe auf ein mobileres und infolge- 
dessen zu einer Faltung, wenn auch einer ganz entarteten, kom- 
mendes Hangende. Sie sind ,Schersprünge“, denn sie ergeben 
sich aus der Notwendigkeit der Abscherung eines hangenden Sy- 
stems von einem liegenden, das sich tektonisch ganz anders verhält. 

Die besondere Bedeutung der jetzt wieder von E. Schrüder 
untersuchten Hundelshäuser Grabenzone, die noch vor nicht allzu 
langer Zeit durch R. Lachmann eine sehr phantastische Deutung 
gefunden hatte, scheint mir darin zu liegen, daB dort eine quer 
zur Grabenrichtung verlaufende Aufwôlbung des Untergrurdes 
(Grauwackensattel der unteren Werra) das südlich und nôrdlich 
dieser Aufwôülbung unter dem Graben liegende Grundgebirge zu 
Tage kommen läft, sodaf wir hier gewissermafen auch unter 
die Grabenzone zu sehen vermôügen. So beruht auch das um- 
stehende schematische Profil durch einen hessischen ,Zerrungs- 
graben“ rheïnischer Richtung im wesentlichen auf der Kombination 
von Beobochtungen, die bei Hundelshausen zu machen sind. Ins- 
besondere ist dort aus gewissen Verhältnissen mit E. Schrôder 
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zwanglos zu schliefen, da8 der Graben nur eine recht flache 
tektonische Einsenkung ist. 

Die Eïinzelschollen môügen sich an den US nicht nur 
senkrecht zum Streichen des Grabens, sondern auch schräg und 
parallel dazu verschoben haben. Auch darf bei Deutung der 
Eïnzelbilder nicht übersehen werden, daf sie das Ergebnis mehr- 
maliger orogener Vorgänge sind, wenn dabei auch die Vorstellung, 
da etwa in einer ersten Phase Einengung durch Faltung geherrscht 
habe und dann in späterer Phase die Faltungsgebilde auseinander- 
gezerrt seien, sich wegen der grofen Schwierigkeit der Zurück- 
fübrung der vorliegenden tektonischen Bilder auf ein älteres, von 
Zerrungen freies Stadium zu verbieten scheint. 


KÉse 


Scisches CAS 


Schematische Veranschaulichung von , Ausgleichszerrungeu“ an nieder- 
hessischen Grüben rheinischer Richtung. 


In der Schrägstellung und muldenfôrmigen Anordnung der Schichten inner- 
halb der Schollen 1, 2, 3 kommt eine Einengung des Untergrundes zum Ausdruck. 
Sie ist aber + ausgeglichen durch das Auseinanderrücken der Schollen an den 
Zerrsprüngen I, I, III. 


Derartig flache Verwerfungen, wie sie uns bei Hundelshausen 
entgegentreten, scheinen besonders an solche Grebiete rheinischer 
Gebirgsbildung, in denen das Deckgebirge über dem variscischen 
Untergrunde nur verhältnismäBig geringmächtig ist (,flachgründige“ 
Grebiete), gebunden zu sein und bei zunehmender Tiefenlage des va- 
riscischen Grundgebirges zurückzutreten. Bei grofer Tiefgründigkeit 
des saxonischen Untergrundes stellen sich dann auch in rhei- 
nischer Richtung, wie wir bei der Stadt Hannover feststellen 
kôünnen, Überschiebungen ein. Das erklärt sich wohl daraus, daf 
mit zunehmender Tiefgründigkeit der Einflu8 der stabileren Tiefe 
auf die hangenden Schichtsysteme sich abschwächt. 
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Die hercynisch gerichteten hessischen Gräben Kkennzeichnen 
sich im Gegensatze zu den rheinisch gerichteten, wie schon von 
E.Schrôüder gesagt worden ist (s. oben), als Zonen etwas grôBeren 
Zusammenschubes. Die Unterschiedlichkeit dürfte in der etwas 
grôBeren Stärke des die hercynischen Bruchfalten schaffenden 
_ Faltungsdruckes zu suchen sein, dem bis zu einem gewissen Grade 
auch das Grundgebirge und dessen unmittelbare Überdeckung (vgl. 
den hercynisch gerichteten Grauwackensattel an der unteren Werra 
oder die hercynisch gerichteten Aufwülbungen im Fortstreichen 
des Thüringer Waldes) nachgaben. Hierbei vollzog sich die Ein- 
engung des tieferen Untergrundes infolge des Widerstandes gegen 
die Form der Verbiegung vielfach in Form der ,Ausmerzung“ 
langgestreckter Schollen durch Vorschub derselben in die graben- 
artig gestellten hangenden Schichtmassen. Wie in den Gräben 
der rheinischen Richtung die Zerrsprünge, so sind also in den- 
* jenigen von hercynischer Richtung die Ausmerzungsschollen der 
Ausdruck eines relativen Faltungswiderstandes des Untergrundes. 

In Vorstehendem kam es im wesentlichen darauf an, in den 
»Ausgleichszerrungen“ auf einen Typus disjunktiver Dislokationen 
hinzuweisen, der mit der Vorstellung der Entstehung der saxo- 
nischen Gebilde durch seitlichen Druck nicht nur nicht in Wider- 
spruch steht, sondern erst unter dieser Vorstellung eine Deutung zu 
finden scheint. Die Einzelheiten des tektonischen Baues im Bereiche 
solcher Ausgleichszerrungen und damit auch die Einzelheiten des 
oben gegebenen schematischen Profils bedürfen aber noch weiterer 
Untersuchungen und Diskussionen. 


Über den Wasserhaushalt der Antarktis. 
1. Mitteilung 


von 


W. Meinardus. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 29. Januar 1926. 


Das Problem der Ernährung des Inlandeises der Antarktis 
führt bekanntlich auf folgende Frage: Wodurch wird die beob- 
achtete ständige Eisausfuhr aus dem Südpolargebiet, unter welchem 
hier das von Inlandeis bedeckte antarktische Festland verstanden 
werden soll, gedeckt ? 

Wir setzen im Folgenden zunächst die Konstanz aller klima- 
tischen Faktoren voraus. Dann gelten offenbar diese Sätze: 

1. Im Jabresdurchschnitt mu ebensoviel Wasser in das Süd- 
polargebiet ein- wie ausgeführt werden. Diese Wasserbilanz 
lä8t sich durch W, — W, ausdrücken, wenn man mit W, die 
einstrômenden, mit W, die ausstrôomenden Wassermengen be- 
zeichnet, einerlei, welches ihr Aggregatzustand ist (Gesetz 
der Wasserbilanz). 

2. Im Jahresdurchschnitt muB in das Südpolargebiet dieselbe 
Menge trockener Luft (d.h. Luft nach Abzug ihres Wasser- 
dampfgehaltes) ein- wie ausgeführt werden. Diese Luftbilanz 
läft sich durch Z, — Z, ausdrücken, wenn man mit L die 
Luftmassen, mit und a ihre ein- bezw. ausstrômende Richtung 
bezeichnet (Gesetz der Luftbilanz). 

Die Wasserbilanz der Antarktis setzt sich nun offenbar aus 
folgenden Komponenten zusammen: 

a. Die Einfuhr des Wassers (Jahresmenge — W, ) geschieht so 
gut wie ausschlieflich durch feuchte Luft. /Bezeichnet man das 
mittlere ,Mischungsverhältnis“ d.h. den damp#fôrmigen Wasser- 
gehalt eines Kilogramm trockener Luft ‘) im Jahresdurchschnitt 


1) Bezeichnet e den Dampfdruck, b den Luftdruck in mm Quecksilber, so 


ist das ,Mischungsverhältnis“ 0,622 : kg Wasser auf ein kg trockener Luft. 


D — 
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mit w, für die eingeführte, mit w, für die ausgeführte Luft, so 
ist die Wassermenge, die im Laufe des Jahres in das Süd- 
polargebiet gelangt W. = L;uw. 

b. Die Ausfuhrdes Wassers (Jahresmenge — W,) geschieht 
auf verschiedenen Wegen: 
1. durch feuchte Luft im Betrage von Z,w,, 
2. durch Schneetriften (S), die aus der Antarktis herauswehen, 
3. durch die auswärts gerichtete Bewegung des Inlandeises 

am Eisrande im Betrage von E. 

Nimmt man als Mafeinheit (auch für w, und w,) das Kilogramm, 
so hat also die normale jährliche Wasserbilanz folgende 
Gestalt : 

(1) L,w, = L,w,+S+E kg. 

Faft man der Einfachheit halber die Schneetriften mit der 

Eisbewegung zusammen unter Æ, so ergibt sich 


L,w,—L,w, = E. 


Nun ist aber nach dem obigen zweiten Satz von der Luftbilanz 
L, = L, Man kann daher schreiben: 


L(w,—w,) = E, 


wo ZL die trockene Luftmasse darstellt, die im Laufe des normalen 
Jahres in die Antarktis eindringt und in gleicher Menge aus ihr 
herausweht. Durch diese Einführung von Z wird der Einblick in 
die gegenseitigen Beziehungen erleichtert. 

Nan besteht aber auch noch eine Bilanz zwischen der Nieder- 
schlagsmenge (N), der Verdunstungsmenge (VW) und dem Eisabfluf 
(E einschlieflich der Schneetriften). Es mu innerhalb des ver- 
eisten Grebiets N — V — Æ sein, wenn die Eisausfuhr durch den 
Niederschlagsüberschuf gedeckt werden soll (AbfluBbilanz). 

Somit gilt die Doppelgleichung: 


2) L(w,—w) = N-V= Ekeg. 


Ich will sie die kombinierte Hauptgleichung des Wasser- 
haushalts derAntarktis beikonstantemKlimanennen. 
In dieser sind leider alle Grüfen bis auf eine, Æ, der Messung 
vollkommen entzogen. Die jährliche Ausfuhr am Rande der Ant- 
arktis kann allein beobachtet werden, aber bisher liegen auch hierfür 
nur sehr wenig Beobachtungen vor, die auferdem stark von ein- 
ander abweïichen und z.T. von ürtlichen Bedingungen beeinflufit sind. 


Die Werte, die gewühnlich in g angegeben werden, kônnen nach einer Tabelle in 
den ,Aspirations-Psychrometer-Tafeln“ (Braunschweig 1908) leicht ermittelt werden. 
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Ich berechnete früher einen Wert für die Eisausfuhr!), den 
E. von Drygalski allerdings für zu hoch hielt?), der aber mit Be- 
rücksichtigung der damals vernachlässigten, stellenweise nicht un- 
erheblichen Schneetriften *) vielleicht doch die Grôfenordnung richtig 
trifft. Etwaigen anderen Annahmen wird man die folgenden Rech- 
nungen leicht anpassen kônnen. Der jährliche Wert der Eisausfuhr 
beläuft sich nach dieser überschläglichen Rechnung, in welche die 
jäbrliche Geschwindigkeit des Eises am Eisrand mit 150 m, seine 
Mächtigkeit mit 250 m eingestellt wurde, für den ganzen Umfang 
der Antarktis (17000 km) auf rund 640 cbkm Eis oder, bei An- 
nahme eines spezifischen Gewichts des Eises von etwa ‘/7, auf 
550 chkm = 550 - 10* kg Wasser. Dieser Wert stellt zugleich nach 
der vorigen Gleichung die Differenz der jährlichen Niederschlags- 
und Verdunstungsmengen im Südpolargebiet dar. Wenn man 
daraus die Differenz der jährlichen Niederschlags- und Verdunstungs- 
hôühen (# und v) herleiten will, so hat man jenen Wert durch 
die Fläche der Antarktis (14000000 qkm) zu dividieren. Dann er- 
gibt sich als Differenz der beiden Hühen n — v — 40mm. Wie grof 
die Niederschlagshôhe und die Verdunstungshôhe für sich sind, 
bleibt dabei ungewif. Ich bemerke das ausdrücklich, weil gelegent- 
lich dieser Wert von 40 mm irrtümlicherweise als Ma für die 
mittlere Niederschlagshôühe selbst angesehen wurde. Man kann 
den Wert von 40 mm auch als jährliche A bfluBhôühe der Antarktis 
bezeichnen. 

Die Wasserdampfmenge, die der Antarktis zur Deckung dieses 
Abflusses oder der Eisausfubr jährlich zugeführt werden muf, ist 
nach dem obigen L(w,—w,) — 550:10° kg. Nun sind w, und w, 
sehr klein, da bei den niedrigen Temperaturen der hohen Breiten 
die Luft nur sehr wenig Wasser in sich aufnehmen kann; um 50 
kleiner ist die Differenz w,— w,. Nach den Berechnungen E. Barkows 
stellt sich das Mischungsverhältnis bei voller Sättigung der Luft 
mit Wasserdampf (über Wasser) in Grammen pro kg trockener 
Luft folgendermafen ) : 


1) W. Meinardus, Neuere Ergebnisse der Südpolarforschung, Sitz.-Ber. d. 
Naturw. Ver., Bonn 1910 und Met. Zeitschr. 1911. / 

2) E. v. Drygalski, Die Antarktis und ïihre Vereisung, Sitz.-Ber. Bayr. AK. 
Math.-phys. KL. München, 1919; ferner: Das Eis der Antarktis. Deutsche Süd- 
pol.-Exped., Bd. I $. 695. Berlin 1921. 

8) Schneetriften vom Lande aufs Meer hinaus wurden besonders an! der 
australischen Station in Adelie-Land beobachtet, aber auch im Bereich der schwe- 
dischen Station 1902—1904 im Weddell-Meer. 

4) E. Barkow, Die Ergebnisse der meteor. Beobachtungen der Deutschen Ant- 
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bei 750 mm, bei 550 mm Luftdruck (d.h.in ca. 2500 m Hühe) 


Temperatur — 5° 2.64 3.61 
—10°. 1.79 2.45 
—156°. . 1.20 1.63 
—20° 0.80 1.09 
—259 0.51 0.69 
—30° 0.32 0.44 
—35° 0.20 0.27 


w,—w, wird also sehr klein sein, zumal die angegebenen Werte 
für die gesättigte Luft gelten. Als Ergebnis der aerologischen 
Beobachtungen mit Drachen findet Barkow zum Beispiel für das 
mittlere Mischungsverhältnis in den Hôhenschichten bis 2000 m 
folgende Werte in Grammen pro kg trockener Luft: 


0—1000 m 1000—2000 m 
Herbst 1.05 0.64 
Winter 0.65 0.66 
Frübling 1.48 1.20 


Diese Werte gelten für den Wassergehalt der Luft über dem 
mittleren Teil des eisbedeckten Weddell-Meeres. 

Setzt man w,—w, — 1g, was wahrscheinlich zu viel ist, so 
wird nach obiger Gleichung (2) L — 550:10%kg. Diese Luftmasse 
müfBte jährlich in das Südpolargebiet ein- und auch wieder aus- 
geführt werden, wahrscheinlich beträgt sie aber noch mehr. Nun 
ist der Umfang des Südpolarkreises, der hier als Grenze der Ant- 
arktis genommen werden kann, 16000 km. Über jeden Meter des 
Umfanges müften daher jährlich 


550 - 10% :16 10° — 34,4: 10° kg 


trockene Luft einstrômen und ebensoviel wieder ausstrômen, das 
sind etwa 1100 kg in der Sekunde. Beschränkte sich der Luft- 
austausch auf die unteren 2500m der Atmosphäre, so kônnte man 
das spezifische Gewicht der Luft zu rund 1,1 kg/cbm setzen!). 
Bei dieser Luftdichte müBten dann 1100 : 1,1 — 1000cbm Luft in 
der Sekunde durchschnittlich über jeden Meter des Umfanges der 
Antarktis in diese eintreten und dieselbe Luftmenge auch wieder 
austreten, um die Wasserbilanz der Antarktis aufrecht zu erhalten. 
Ist jede der beiden Luftmengen 1000 m mächtig, so ist die Ge- 
schwindigkeit des Einstrômens und Ausstrômens 1 m per Sekunde. 

Natürlich gibt diese ein- bezw. auswärts gerichtete Bewegung 


arktischen Expedition 1911—1912, Abhandl. d. PreuB, Meteor. Instituts, Bd. VII, 
Nr. 6, S. 86, Berlin 1924. 
1) E. Barkow, à. a. O., S. 109, Tab. 114. 
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der Luft nur die meridionale ,antarktische“ Komponente der ge- 
samten Luftbewegung an. Diese letztere ist aber vorwiegend eine 
den Breitengraden folgende und zwar unten nahezu ostwestlich, 
oben westôüstlich, wie die Winde und Wolkenbeobachtungen lehren. 
Die antarktische Komponente der Luftzirkulation 
über dem Südpolgebiet ist also im Vergleich zur ge- 
samten Lufthbewegung klein. 

Die ganze bisherige Betrachtung gilt nur für den jährlichen 
Duorchschnitt, der die Quersumme über die wechselnden Erschei- 
nungen der Atmosphäre im Laufe des normalen Jahres zieht. Aber 
die einzelnen Jahre sind sehr stark voneinander verschieden, und 
das was hier dargestellt wurde, kann nur als mittlere Verhalten 
in langjährigen Perioden gelten. Doch ist auch noch ein Wort 
über die Voraussetzung, unter der die Betrachtung durchgeführt 
wurde, zu sagen: die Konstanz des Klimas. 

Nach den Forschungen über etwaige Ânderungen des Klimas 
ist man wohl berechtigt von einer Konstanz des Klimas in dem 
Sinne zu sprechen, daf die relativ kleinen Schwankungen, die nach- 
weisbar sind oder vermutet werden, tatsächlich seit Jahrtausenden 
um eine Gleichgewichtslage stattgefunden haben. Aber dahinter 
liegt die Diluvialzeit, und es fragt sich, ob sie mit ihrem anders 
gearteten Klima, besonders ihren eiszeitlichen Erscheinungen, noch 
heute fortwirkend die oben angegebene Hauptgleichung der Wasser- 
bilanz in der Antarktis stôrt. 

Um einen Anbalt für die Beurteilung dieser Frage zu gewinnen, 
kann man folgende Überlegungen anstellen. 

Wenn die mittlere Hühe des antarktischen Festlandes auf rund 
2000 m angenommen wird, was wahrscheinlich noch etwas zu wenig 
ist, so darf man die durchschnittliche Mächtigkeit der Eisdecke 
zum mindesten auf 1000 m veranschlagen, denn es ist sehr unwabr- 
scheinlich, daf die unter dem Eis liegende antarktische Landfläche 
etwa hôüher ist als der hüchste Erdteil Asien (940 m); im Gegen- 
teil, wahrscheinlich ist sie niedriger, und die Eisdecke entsprechend 
stärker. Diese würde demnach bei einem Areal von 14 Mill. qkm 
mindestens ein Volumen von 14 Mill. cbkm einnehmen. Am Rande 
der Antarktis werden nun schätzungsweise /jährlich hôchstens 
660 cbkm Eiïs abgeschoben (s. o.), deren Wasserwert zu etwa 550 cbkm 
anzusetzen ist (angenommene Eisdichte ‘/). Die Eisdichte der 
Inlandeisdecke ist vermutlich aber im ganzen genommen geringer, 
ich will annehmen 0,5, um einen sehr niedrigen Wert einzuführen. 
Der Wasserinhalt der gesamten Inlandeisdecke betrüge dann etwa 
7 Mill. chbkm. 
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Wenn man aus einem solchen Wasserreservoir von 7 Mill. chkm 
Inhalt, das durch jährliche Zufuhr (N — V) auf seinem Stand er- 
halten wird, jährlich 550 cbkm Wasser ausflieBen läft, so ist der 
durchschnittliche Aufenthalt eines Wasserteilchens 
in dem Reservoir, hier der Inlandeisdecke, 7 Mill. : 550 d. h. 12— 
13000 Jahre. Da aber der Eispanzer und dessen Wasserinhalt 
vermutlich grôBer ist, die jährliche Ausfuhr von Eis geringer, als 
bei dieser Rechnung angenommen, so wird der mittlere Aufenthalt 
eines Wasserteilchens in der Antarktis noch länger dauern als 
angegeben. 

Nun mu aber die überwiegende Mehrzahl der Eisteilchen, die 
am Eisrande ankommen, doch wohl eine kürzere Zeit als die be- 
rechnete mittlere Aufenthaltsdauer in der Antarktis zugebracht 
haben. Denn darin stimmen alle Beobachter im Südpolargebiet 
überein, und es ist an sich ja auch sehr wahrscheinlich, da der 
* Hauptniederschlag in den Randgebieten des Inlandeiïses fällt, in 
denen also auch die Laufstrecke des Eises kurz und zugleich die 
Geschwindigkeit des Abflusses gro ist. Um so länger wird es 
aber andererseits dauern müssen, bis die im Zentralgebiet der 
Antarktis gefallenen Schneemengen am Inlandeisrande ankommen. 
Für sie wird der Aufenthalt im hohen Süden das Vielfache von 
10009 Jahren betragen, um die mittlere Dauer des Aufenthalts für 
die Gresamtheit aller Eisteilchen (12—13000 Jahre) zu ergeben. 
Es werden demnach am heutigen Eisrande Eisteilchen vorkommen, 
die vor 20, 30, vielleicht auch 50 Jahrtausenden als Schnee in den 
Bann der Antarktis gezogen wurden. 

Noch eine andere Überlegung führt zu einem ähnlichen Ergebnis. 
Wenn die jährliche Bewegung des Eises am Inlandeisrande 150 m 
betragen sollte, ein Wert, der, wie erwähnt von Drygalski für zu 
gro angesehen, aber von mir als Maximalwert noch beibehalten 
ist, so würde die über 2200 km lange Strecke aus dem innersten 
Teil des Südpolargebietes (85 °—90° s. Br.) bis zum Rande, etwa 
dem Polarkreis (66:/2°. Br.) in 15 Jahrtausenden zurückgelegt 
werden unter der Voraussetzung, daB die Geschwindigeit auch im 
Innern der Antarktis so gro8 ist wie an ihrem Rande. Sicherlich 
wächst aber die Bewegung des Eises vom Innern nach dem Rande 
hin, soda der Geschwindigkeitswert des Randgebietes nicht als 
Mittelwert für die ganze Bewegung genommen werden darf. Wiürde 
als mittlere Geschwindigkeit z. B. die Hälfte von 150 m gesetzt, 
was wahrscheinlich immer noch erheblich zu viel ist, so erhôht sich 
die Zeit der Wanderung der Eisteilchen aus dem innersten Gebiet 
schon auf 30000 Jahre. 
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Durch diese Rechnungen wird nur beabsichtigt, eine Vor- 
stellung über die GrôBenordnung der Zeit zu geben, die bei der 
Wanderung von Schnee und Eis in einem so grofen Gebiet wie 
der Antarktis vorkommen môügen. Als ziemlich gesichertes, wich- 
tiges Ergebnis darf wohl daraus gefolgert werden, da8 dieheutige 
Inlandeisdecke der Antarktis nochRelikte aus der 
letzten Diluvialzeit enthält, und daf am Rande des 
Inlandeïses eine buntgemischte Gesellschaft verschiedenartiger Eis- 
kôrner auf die Erlôsung aus den Eisfesseln harrt. Die Struktur 
und die Zusammensetzung des Eises am Eisrande stellen also den 
»Niederschlag“ einer vieltausendjährigen Klimageschichte dar, die 
Blätter einer Chronik, die zu entziffern allerdings kaum môglich 
sein wird. Nur die allgemeine Annahme darf gemacht werden, 
da die tiefer gelegenen Eisschichten des Eisrandes einen längeren 
Weg zurückgelegt haben als die oberen, wie sich aus der Theorie 
der Gletscherbewegungen ergibt. 

Aus diesen Betrachtungen ist nun aber auch zu folgern, daf die 
Gleichung der Wasserbilanz der Antarktis heute noch gestôrt ist, 
da in ihr der jährliche Betrag der Eisausfuhr (Æ), der nicht allein 
durch die gegenwärtigen Klimaverhältnisse seiner Grôfe nach be- 
stimmt ist, verglichen wird mit dem unter den heutigen Verhält- 
nissen stattfindenden jährlichen Zuwachs der Schneedecke (N —V). 
Die heutige Eisausfuhr mu grôBer sein, als es dem heutigen Klima 
entspricht, weil noch der Einfluf der zurückliegenden, andersge- 
arteten Klimaverhältnisse der Diluvialzeit, die eine stärkere Ver- 
eisung der Antarktis bedingten, darin zur Wirkung kommen. Die 
Inlandeismenge der Antarktis ist auf Grund dieser Überlegungen 
im Abnehmen begriffen, es findet gegenwärtig eine Enteisung statt, 
die so lange anhalten wird, bis das Gleichgewicht, das durch die 
Gleichung des Wasserhaushalts bei Klimakonstanz gefordert wird, 
erreicht ist. Voraussetzung dafür ist nur, da8 das Klima noch 
lange genug konstant bleibt. 

Mit dieser Schluffolgerung stimmt der vielfach beobachtete, 
aufällige Rückgang der Vergletscherung in den Randgebieten der 
Antarktis und das Auftreten von toten Gletscher- und Schelfeis- 
massen gut überein') Doch kann diese Rückzugsphase zum Teil 
auch ein Ausdruck einer der sekundären Klimaschwankungen sein, 
die um die Gleichgewichtslage des gegenwärtigen Klimas hin- und 


1) Vel. z. B. Wright und Priestley, British Antarctic-Expedition 1911—1917, 
Glaciology S. 449, London 1922; auch E. v. Drygalski, Das Eis der Antarktis. 
Deutsche Südpolar-Exped. 1901—1903, Bd. I, S. 465ff, 695f., Berlin 1921. 
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herpendeln und dadurch die Eisausfuhr, ähnlich wie die Bewegungen 
der Gletscher in anderen Gebieten der Erde, schwankend machen. 
Ein gewisser Teil des beobachteten Rückzuges aber muf einen 
intersäkularen Charakter haben und dem Ausklingen der Eiszeit 
entsprechen. 


Demnach stellt die Inlandeisdecke in ihrer heutigen 
Form, Substanz und Mächtigkeit z. T. ein Vorzeitgebilde dar, 
das durch die postglazialen und gegenwärtigen Klimafaktoren ab- 
gebaut wurde und wird, aber wohl kaum ganz verschwinden kann. 
Denn die Bedingungen der Eisbildung in der Antarktis sind auch 
heute noch erfüllt, wie die unmittelbaren Beobachtungen über das 
Verhältnis von Niederschlag und Ablation hauptsächlich in den 
Randgebieten, aber auch auf den südpolaren Hochflächen beweisen !). 
Die Schneegrenze liegt auch heute noch so tief, da8 ein jährlicher 
Zuwachs und eine entsprechende, wenn auch verzügerte Abfuhr 
von Schnee und Eis stattfinden muf. Bleibt das Klima für die 
folgenden Jahrzehntausende konstant, so mu schlieflich der Gleich- 
gewichtszustand eintreten, der durch die Gleichung N—V — E 
oder L(w,—w,) — ÆE bezeichnet wird. Der heutige Zustand läft 
sich durch die Gleichung L(w,—w,) = N — V — E—s bezeichnen, 
wo & den ÜberschuB der Eisausfuhr bedeutet, der heute noch von 
der Diluvialzeit her zum Abfluf kommt und ein zu gro$es E bedingt. 


Somit ist die Hauptgleichang des Wasserhaushaltes der Ant- 
arktis, von der ich ausging ($S. 185), doch nicht ganz erfüllt und 
die daran angeschlossenen Berechnungen bedürften einer Revision, 
soweit Rückschlüsse aus der gegenwärtig beobachteten Eisausfuhr 
E auf die GrôüBe der Wasserbilanz und der AbfluBbilanz sowie auf 
die Aufenthaltsdauer gezogen wurden. Indessen sind, wie erwähnt, 
die absoluten Werte, die eingeführt und berechnet wurden, noch 
so unsicher, daB die Nichtberücksichtigung des diluvialen Reliktes 
der Eisausfuhr (s), dessen Abschätzung noch ganz aufBerhalb des 
Bereichs der Môglichkeit liegt, zunächst gerechtfertigt erscheint. Die 
oben berechneten Werte für ZL und für N—V sind etwas zu hoch, 
denn sie sind unter der Voraussetzung gewonnen, daf die gegen- 
wärtige Eisausfuhr durch den jetzigen Luftaustausch, bezw. Über- 
schuB des Niederschlags über die Verdunstung gedeckt wird. 

Die Gleichung L(w,—w,) — N—V behält aber jederzeit ihre 
Giltigkeit, weil der Luftaustausch des Normaljahres mit dem gleich- 
zeitigen Niederschlag und der Verdunstung in unmittelbarer Ver- 


1) C.S. Wright und P.E. Priestley, Glaciology, S. 32, 455, London 1922. 
Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-Phys. Klasse. 1925. Heft 2. 13 
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bindung steht und eine Verzôgerung im Sinne einer Ungleichheit 
am SchluB des normalen Jahres nicht zuläft. 

Über die mutmafliche Gestaltung des Wasserhaushalts der 
Antarktis in der Diluvialzeit môchte ich in einer späteren Mittei- 
lung an dieser Stelle berichten. 


Über die Stabilisierung chemischer Verbindungen 
durch energieliefernde Zusatzreaktionen. 


Von 
Wilhelm Biltz. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 12. Februar 1996. 


Instabile Verbindungen, als solche hohen thermochemischen 
Potentials, werden daran erkannt, daB ihre Konzentrationen im 
Gleichgewichte mit ïihren Zersetzungsprodukten unter den ge- 
wählten Bedingungen klein sind. Man kann nun das Potential 
eines Systems, das eine zu stabilisierende Verbindung enthält, da- 
durch verkleinern, daf man ihr einen Stoff addiert, dessen Anla- 
gerung unter Arbeitsleistung erfolgt. Folgendes Beiïspiel erläutert 
diesen Satz: Festes Cuprijodid ist bei den Normalbedingungen des 
Druckes und der Temperatur instabil; es zerfällt mit einer Wärme- 
entwickinug, die von Donnan auf 11 Cal geschätzt worden ist, 
in Cuprojodid und Jod: 


(1) CuJ +J = Cd: Cal! 


Wie das negative Vorzeichen der Bildungswärme als Merkmal 
der hinsichtlich der Abspaltung molekularen Jods endothermen 
Verbindung ausdrückt, ist das Gleichgewicht in (1) nach links ver- 
schoben. 

Nun besteht eine Anlagerungsverbindung, Cu J2-3!/3: NH3, deren 
Bildung aus festem Cuprijodid und gasfôürmigem Ammoniak nach 
folgender thermochemischen Gleichung verläuft: 


(2) Cu J2+ 31/3 NHs = Cud2-3'/3 NH: + 63 Cal. ?). 


1) Abegg’s Handb. IT, 1, S. 575; auch nach einer Schätzung durch H. G. 
Grimm und K. F. Herzfeld, Z. f. Physik, 19, 160 (1923) ist der Betrag ne- 
gativ, wenn auch wesentlich kleiner, Die Gleichung bezieht sich auf die Abspaltung 
molekularen Jods; die Atomverbindungswärmen sind positiv (vgl. W. Biltz, 
Z. f. angw. Chem. 33, 315 [1920]). 

2) Nach W.Biltz, Z. f. anorg. u. allgem, Chem. 148, 214 (1925) sind die Teil- 
bildungswärmen der Cuprihalogenid-Ammoniakate ziemlich unabhängig vom Wechsel 
des Anions, Die hier interessierende Gesamtbildungswärme von Cu CO! -31/, NH; 


15* 
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Wie die Addition von (1) und (2) ergibt, ist das Cuprijodid 
in dieser Anlagerungsverbindung gegen den Zerfall in Cuprojodid 
und Jod geschützt; denn die Entstehang der Anlagerungsverbin- 
dung aus den drei Komponenten: Cuprojodid, Jod and Ammoniak 
verlüuft stark exotherm. 


(8) Cu J +9 + 81}; NH = Cude-8!/; NHs +52 Cal. 


Man kann sagen, da das Plus an Wärmeinhalt, dessen das 
endotherme Cuprijodid bedarf, durch die wärmeliefernde Anlage- 
rungsreaktion mehr als ausreichend gedeckt ist, oder auch: die 
Wäürmemenge, die Cuprijodid beim Zerfall liefern würde, reicht 
zur Abspaltung angelagerten Ammoniaks nicht aus; somit wird die 
Anlagerungsverbindung gegenüber der einfachen Verbindung sta- 
biler; denn die überschiüssige Wiärmemenge des Cuprijodids wird 
durch die unter Verbrauch von Würme verlaufende Abspaltungs- 
reaktion aufgenommen, ,gespeichert*. 

Diese letzte Formulierung erinnert an gegenwärtig viel erür- 
terte, kinetische Fragen, bei denen es sich ebenfalls zum Zwecke 
der Stabilisierang um eine Ableitung von Reaktionsenergie aus 
Reaktionsprodukten handelt !), oder um Entaktivierung in einem 
energiereichen, angeregten Zustande befindlicher Massenteile durch 
zugesotzte Fremdstoffe”), oder um nicht wenige Fülle der Kata- 
lyse; denn auch hier wird letzten Endes oft eine im Verhältnisse 
zu ibrer Umsetzungsgeschwindigkeit hinreichend lange Stabilisie- 
rung energiereicher Formarten der Reagenzien dureh Addition die 
Aufgabe des Katalysators sein. 

Das in Rede stehende Prinzip zur Stabilisierung von Verbin- 
dungen ist somit gewiB nicht neu; ja, es ist an sich thermochemisch 
trivial. Aber es ist die Absicht, darauf aufmerksam zu machen, 
daf sich ihm eine Fülle wohlbekannter Beiïispiele aus der präpa- 
rativen Chemie unterordnet, die der theoretischen und experimen- 
tellen Untersuchang zum Teil gewiB geringere Schwierigkeiten 
bieten, als die genannten Aufgaben der chemischen Kinetik. Mit 
einem nüheren Verstündnisse dieser Reaktionen künnte zugleich 
die Müglichkeit einer mehr systematischen Herstellung bisher nicht 
bekannter Stoffe verbunden sein. Denn offenbar muB grundsätz- 


ist 69,7, die des Cu Br, 81/4 NE 68,0 Cal. Damit rechtfertigt sich die hier im 
Texte eingesotato Gosamtbildungswärme von Cud,:81/, NH Eine unmittelbare 
Messung ist nicht môglich, weil Cud, als solches nicht sugünglieh ist, 

1) J, Franck, Z f. Elektrochom. 31, 360 (1925). 

2) Beispiel: Die llemmung des photochemischen Oxonserfalls dureh Fremd- 
gas, Vergl, G, Kistiakowsky, Z f phys. Chem, 117, 857 (1926). 
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lich z.B. jede atomphysikalisch môügliche Verbindung zweier Ele- 
mente in Form eines Anlagerungsproduktes auch herstellbar sein, 
wenn es nur dem Experimentator gelingt, als Anlagerungsreaktion 
eine solche hinreichender Stabilisierungsenergie aufzufinden. Den 
besprochenen Vorgängen verwandt, aber nicht gleich sind die sogen. 
gekoppelten Reaktionen!), bei denen die für eine Umsetzung er- 
forderliche Energie durch eine zweite geliefert wird; verwandt 
hinsichtlich der Energiebilanz, nicht gleich, weïl sich hier Lieferung 
und Verbrauch von Energie mit verschiedenen Molekülen ab- 
spielt, eine Stabilisierung also nicht erreicht wird. 

Wenn im folgenden einige Beispiele für Stabilisierung ge- 
nannt werden, so sind diese einstweilen leider nur qualitativ abzuhan- 
deln. Denn abgesehen davon, da man die systematische Verwandt- 
schaftslehre früher wenig gepflegt hat, so sind, wie bei der Schilde- 
rung des Cuprijodid-Beispieles angemerkt wurde, die fraglichen Ar- 
beitsgrôBen im allgemeinen nur auf Umwegen zu erschliefen; denn 
der unmittelbaren Messung sind die zu stabilisierenden Stoffe oft 
deshalb nicht zugänglich, weil sie in freier Form nicht bestehen. 

1. Stabilisierung von Explosivstoffen. Es soll 
von solchen Fällen abgesehen werden, in denen ein Zusatzstoff 
lediglich als Verdünnungsmittel wirkt. Unmittelbar der Stabili- 
sierung des Cuprijodids vergleichbar ist dagegen die des Jod- 
stickstoffs. Ch. Hugot?) und O. Ruff*) haben die Ammo- 
niakate NJ3:12 NHs; NJ:-3NHs und NJ3-2 NH: dargestellt; durch 
Abbau erhält man den gewôhnlichen Jodstickstoff, der, wie schon 
R. Bunsen fand, die Zusammensetzung NJs-NHs besitzt. Ruff 
äufert sich über die Beständigkeit dieser Stoffe: ,, Mit Ausnahme des 
letzten Jodstickstoffs fand ich bei den niederen Temperaturen, bei 
denen die anderen Verbindungen überhaupt nur existenzfähig sind, 
dieselben nicht explosiv“. Man erkennt die stabilisierende Wir- 
kung der Ammonikatbildung mit fortschreitender Menge Ammo- 
niaks, Die Verbindung NJ: selbst ist überhaupt noch nie darge- 
stellt worden, sondern nur in Form des noch immer hôchst insta- 
bilen Monammins, des Präparates, das schlechthin als ,,Jodstickstoif"‘ 
bezeichnet wird. 

Bleiazid kann durch Doppelsalzbildung merklich stabilisiert 
werden. Wie neuerdings L. Birckenbach mit W. Rôrig) 


1) Z.B. Bildung von Wasserstoffsuperoxyd als Begleiterscheinung des Lüsens 
von Gold in Kaliumcyanid. 

2) Ann. Chim. Phys. (7) 21, 5 (1900). 

3) Ber. 33, 3025 (1900). 

4) Festschrift d. Preuf. Bergakademie zu Clausthal 1925, S. 124. 
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fand, ist die Brisanz der Explosion von Doppelsalzen aus Bleiazid 
mit Bleichlorid oder Bleibromid wesentlich geringer, als die von 
reinem Bleiazid. 

Bekannt ist die Stabilisierung des an sich hüchst explosiblen 
Wasserstoffsuperoxyds durch Anlagerung. Berthelot 
zeigte, daB Bariumsuperoxyd ein Mol Wasserstoffsuperoxyd unter 
Entbindung von 10,2 Cal, d.h. von nahezu der Hälfte der zur 
Bildung von Wasserstoffsuperoxyd aus Wasser und Sauerstoff 
nôtigen Wärmemenge aufnimmt, und R. Willstätter') ver- 
mochte, beständige Verbindungen der Zusammensetzung Na SO: : 
H20 - 2 H20> und (NH4} SOs + H2 O2 darzustellen; Anlagerungspro- 
dukte von Wasserstuffsuperoxyd an Harnstoff sind Handelsware 
geworden. Über die stabilisierende Wirkung der Hydratation 
vgl. auch unter 3. 

2. Stabilisierung durch Doppelsalzbildung. Die 
vergrüBerte Stabilität von Doppelsalzen gegenüber einfachen äufert 
sich sowohl thermischen, wie hydrolytischen Einflüssen gegenüber. 
Im vorliegenden Zusammenhange interessieren aus der Fülle des 
Materials vielleicht besonders Beispiele, bei denen das einfache 
Salz überhaupt nicht in reinem Zustande synthetisierbar war. Es 
sind dies solche aus hôherwertigen Metallen und sehr schwachen 
Säuren, wie Kohlensäure und schweflige Säure. Hierher gehôren 
Kalium- Uranylkarbonat und Natrium- Thoriumkarbonat.  Beide 
Stoffe werden zur analytischen oder präparativen Abtrennung 
der in ihnen enthaltenen Schwermetalle benutzt, worin sich bereits 
ihre relative Widerstandsfähigkeit ausprägt. Eine Deutung findet 
diese aber erst in dem vorliegenden Zusammenhang. ÆEbenso wird 
die präparative Verwendbarkeit der ziemlich haltbaren Thorium- 
Alkalisulfit-Lôüsungen thermochemisch verständlich. Auffällig sind 
dem nicht definierbaren einfachen Chromokarbonat gegenüber die 
Alkali-Chromokarbonate, die von einer, wie die Literatur sagt, ,,be- 
merkenswerten Beständigkeit‘‘ sind. Ein Beispiel technischer Ver- 
wendbarkeit bietet das ,,Plumboxan‘?), ein Natriummanganat- 
Plumbat, Nas MnOs: Na PbO:, das durch Sauerstoffaddition in 
eine Doppelverbindung des sonst nicht bekannten Natriumper- 
plumbats, etwa von der Zusammensetzung Na PbO: übergeht. 
Eine technisch sehr bedeutsame Stellung nahm lange Zeït hin- 
durch das von H. Precht untersuchte Salz KHCO:-MgCO:-4H20 


1) Ber. 36. 1828 (1903). 
2) Z. f. angew. Chem. 39, Nr. 1, Beil.: Chem. Apparate u. Maschinenwesen. 
S. 33 (1926). 
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ein, für dessen Stabilität seine Entstehung aus Chlorkaliumlôsungen 
bezeichnend ist. 


8. Stabilisierung von Säuren durch Salzbildung. 
Die stark exothermen Neutralisationsvorgänge küônnen als stabili- 
sierende Zusatzreaktionen betrachtet werden, die dem selbsttätigen 
Zerfall endothermer Säuren entgegenwirken. Am klarsten ergibt 
die Bildung der Ammoniumsalze aus freien Säuren und Am- 
moniak die Zugehôrigkeit der Salzbildung zu unserem Schema. 
Die Beispiele sind hier sehr zahlreich; denn fast sämtliche Sauer- 
stoffsäuren der Halogene, des Schwefels und Stickstoffs, die ganz 
überwiegende Mehrzahl der Halogenosäuren und Cyanosäuren kônnen 
hier genannt werden. So stabilisiert die exotherme Ammoniak- 
anlagerung, die als solche nicht faBbare Bleichlorwasserstoff- 
säure und aus der hôchst zersetzlichen Zinnchlorwasserstoffsäure 
wird das haltbare Ammoniumstannichlorid. Nach M. Volmer!) 
besteht zwischen der Konstitution des Ammoniumperchlorats und 
Überchlorsäuremonohydrats kein rôntgenographisch nachweisbarer 
Unterschied. Es stabilisiert die Hydratation in ähnlicher Weise, 
wie die Anlagerung von Ammoniak und es ist begreiflich, daf 
Säuren — aber auch viele andere Stoffe — re Wasseraddition 
beständiger werden. 

Einen eigenartigen Schutz gegen die Oxydationswirkung der 
Luft erfährt die freie Ferrocyanwasserstoffsäure, wenn man ihr 
Âther anlagert. 

Wie der basische Anteil eines Salzes durch Addition einer 
starken Säure stabilisiert wird, lehrt die Beständigkeit des Phos- 
phoniumbromids, PH:-HBr, im Vergleiche mit dem, der Entstehung 
aus den Elementen nach, endothermen Phosphorwasserstoff. 


4 Stabilisierung bestimmter Valenzstufen. Daf 
man sich zur Fixierung gewisser Wertigkeitsstufen mit Vorteil 
ihrer Festlegung in komplexen Verbindungen bedienen kann, war 
gewiB nicht nur dem Verfasser schon früher aufgefallen und ge- 
legentlich besonders betont worden. Nun verdankt man H. G. 
Grimm und K. F. Herzfeld?) eine interessante Schätzung der 
Bildungswärmen ungesättigter und tübersättigter binärer Verbin- 
dungen. Die Zahlen dieser Autoren geben eine Vorstellung davon, 
welche Stabilisierungsenergie die Zusatzreaktionen haben müften, 
wenn man diese zumeist hypothetischen Verbindungen in Form 


1) Ann. 440, 200 (1924). 
2) Z. f. Phys. 19, 141 (1993). 
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von Derivaten herstellen wollte. Der bisherigen Erfahrung, die 
ohne diese Leïtlinien vorging, entnehmen wir folgende Beispiele. 

a) Stabilisierung durch Komplexbildung. Als Schul- 
beispiel ist hier wiederum auf das eingangs zitierte Cuprijodid 
hinzuweisen; es würde sich lohnen, den Versuch mit Cupricyanid 
zu wiederholen, um auch den in diesem Falle unbeständigen hohen 
Valenzzustand des Kupfers zu stabilisieren. Entsprechend läft 
sich beim Golde die niedere Valenzstufe festlegen: Aurojodid 
ist endotherm und daher in reinem Zustande aus den Elementen 
schwer zu erhalten; wohl aber kann das Diamminaurojodid im 
thermischen Gleichgewichte mit seinem Abbauprodukte, dem Mo- 
namminaurojodid, bestehen'). Versucht man, das letzte Molekül 
Ammoniak zu entfernen, so tritt Zersetzung ein, dem Sinne nach 
ganz ähnlich, wie beim Jodstickstoffmonammin, nur sehr viel we- 
niger energisch. Der Stabilisierung des vierwertigen 
Bleies im Ammoniumplumbichlorid war bereits gedacht worden. 
Entsprechend finden wir das dreiwertige Mangan in nur un- 
beständigen einfachen, wohl aber in zahlreichen, sehr widerstands- 
fähigen Komplexverbindungen. Die Reindarstellung von wasser- 
freien Thallisalzen stôBt auf bisher nicht überall mit Sicher- 
heit überwundene Schwierigkeiten. Dagegen sind die entsprechen- 
den Doppelsalze und Komplexsalze haltbare Stoffe. Mit Vorteil 
kann man sich der Cyanide bedienen, wenn es gilt, Verbindungen 
einwertigen Nickels und einwertigen Kobalts zu er- 
halten, wie dies Belluci und Corelli und neuerdings mit be- 
sonderem Erfolge G. Grube?) gelungen ist, der Kaliumdoppelcya- 
nide von einwertigem Nickel und Kobalt durch elektrolytische Re- 
duktion herstellte. W. Hampe”) teilte mit, er habe ein Kalium- 
doppelfluorid des zweiwertigen Aluminiums erhalten; die Angaben 
sind nicht unwidersprochen geblieben, aber bisher auch nicht wider- 
legt. Da die Fluoride zu den beständigsten Komplexverbindungen 
gehôüren, scheint auch in Hinblick auf die thermochemischen Zahlen 
von Grimm und Herzfeld, der von Hampe gewählte Weg 
nicht aussichtslos und sein Ergebnis der Nachprüfung wert. Den 
in jeder Hinsicht klassischen Beleg für das Thema dieses Absatzes 
bietet das dreiwertige Kobalt. Die beliebig zu vermehrende 
Fülle der komplexen Wernerschen Kobaltsalze gehôrt einfachen 
Verbindungen zu, von denen bisher keine einzige dargestellt werden 


1) W. Biltz, Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 148, 192 (1925). 
2) Z. f. angew. Chem. 39, 32 (1926). 
8) Hampe, Chem.-Ztg. 1889, Nr. 1. 
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konnte. Versuche, zu Kobalttrichlorid zu gelangen, schlugen durch- 
aus fehl, während seine komplexen Derivate die anorganischen 
Stoffe sind, welche vermôüge ihrer Beständigkeit am ersten Konsti- 
tutionsbestimmungen zuliefen. Wird der Komplex systematisch 
abgebaut, so gelangt er mit wachsender Verarmung an Komplex- 
bildnern alsbald in das Unbeständigkeitsgebiet und das Kobalt 
- wird zweiwertig !). 

b) Durch Autokomplexbildung. Fehlt ein Fremdstoff, 
dessen Anlagerung die Stabilisierungsenergie liefert, so addieren 
sich bisweilen mehrere Moleküle der gleichen Art zu einer sta- 
bilen Autokomplexverbindung. So kennt man das Chlorid des zwei- 
wertigen Molybdäns nicht in monomolekularer Form, wohl 
aber in trimolekularer, als MosCl. Âhnlich, obschon unter 
gleichzeitiger Oxydation, entsteht nach O. Ruff und F. Thomas?) 
aus dem wenig haltbaren Chlorid des dreiwertigen Tantals 
das trimolekulare Oxychloridhydrat, TasCl:0.3H20. Einen 
viel grôBeren Reichtum an Belegen bietet indessen die Kohlenstoff- 
Chemie; denn die Autokomplexbildung oder, wie man in diesem 
Zusämmenhange zu sagen pflegt, Polymerisation ist offenbar 
grade für ungesättigte organische Verbindungen beson- 
ders kennzeichnend. 

5. Stabilisierung freier Radikale. Ein Extrem un- 
vollkommener Sättigung und damit geringer Stabilität stellen die 
freien Radikale dar. Es entspricht unserem Prinzip, daB die 
Derivate des freien Methyls durch ihr Vermügen zur Anlage- 
rung, Solvatation und Autokomplexbildung ausgezeichnet sind; 
die so erhaltenen Abkômmlinge des Methyls sind beständiger, als 
dies selbst. Bei der Darstellung des ,freien“ Tetraäthylam- 
moniums benutzte Schlubach mit seinen Mitarbeitern verflüs- 
sigtes Ammoniak als Lüsungsmittel. Man erhält tiefblaue Lô- 
sungen, in denen das Tetraäthylammonium gewiB im selben Zu- 
stande vorliegt, wie metallisches Natrium im gleichen Medium. 
Aber die Tatsache, da gediegene Alkalimetalle und Erdalkali- 
metalle in derartigen Lôsungen an Ammoniak gebunden sind, zeigt 
uns an, daf auch das Tetraäthylammoniumradikal im strengsten 
Sinne des Wortes in diesen Lüsungen keineswegs ,frei‘, sondern 
als Ammin vorliegt. Man wird kaum fehl gehen, wenn man auch 
hier wieder in der Addition von Ammoniak an das zu stabilisie- 
rende Radikal die Reaktion sieht, deren Eintritt jene Lüsungen 


1) W. Biltz, Z. f. anorg. Chem. 83, 186 (1913). 
2) Z. f. anorgan. u. allgém. Chem. 148, 19 (1925). 
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vor allzu grofer Vergänglichkeit schützt. Neben der blauen gibt 
es auch eine farblose, stabilere Form solcher Lôüsungen und in 
einer solchen vermochte Schlubach auch das Ammonium selbst 
zu erhalten; wenn es, wie Schlubach!) vermutet, zutrifft, daf 
diese farblosen Radikale dimolekular sind, so würde hier also die 
Autokomplexbildung schützen. 


6. GewiB wird hier, wie oft, der sachliche Erfolg ordnender 
Erkenntnis hinter dem reicher, voraufsegangener Empirie zurück- 
stehen müssen. Immerhin bietet eine mehr als bisher bewuBte Be- 
nutzung der Môglichkeit zur Stabilisierang von Verbindungen 
mancherlei Ausblicke. Wenngleich diesen noch nicht nachgegangen 
werden konnte, so fügen sich doch einige noch nicht oder nur un- 
vollständig verüffentlichte Ergebnisse des hiesigen Institutes hier 
ein und künnen daher eine vorläufige Erwähnung verdienen. Einige 
Erfahrungen betrafen die Stabilisierung von Stoffen gegen 
Licht. Die Bildungswärme von 1 Mol Goldchlorür aus Metall 
und atomistischem Chlor beträgt etwa 35 Cal., die entsprechende 
des Chlorsilbers 59 Cal. Da die Strahlungsenergie des sichtbaren 
Lichtes zwischen 35 und 70 Cal. liegt, so ist die photochemische Emp- 
findlichkeit beider Salze verständlich. Wie für das reine, trockene 
Groldchlorür besondere Versuche von W. Fischer ergaben, wird 
in der Tat die Zersetzungsgeschwindigkeit auch dieses Stoffes durch 
Licht stark beschleunigt. Nun werden bei der Überführung von 
1 Mol AuCI in das Hexammin 67 Cal. und bei der Bildung von 
AgCI.3NH3 aus Ammoniak und Chlorsilber 30 Cal. gewonnen. 
Die durch diese Zusatzbeträge vergrôferten Bildungswärmen der 
freien Salze liegen, wie man sieht, auBerhalb der Grenzen der 
Strahlungsenergie des sichtbaren Lichtes. Wie frühere und neuere 
Versuche, deren photochemisch quantitative Ergänzung freilich noch 
aussteht, zeigten, sind die Ammoniakverbindungen des Chlorsilbers 
in der Tat unempfindlich gegen Tageslicht; beim Arbeiten mit den 
Ammoniakaten des Goldchlorürs war auch bei hôherer Temperatur 
nichts Gregenteiliges aufgefallen. 

Während, wie in Absatz 4 betont, alle Versuche zur Darstel- 
lung der freien Kobaltihalogenide, der Stammsubstanzen der W er- 
ner’schen Komplexsalze, gescheitert waren, sofern sie Chloride, 
Bromide und Jodide betrafen, fanden sich in der Literatur An- 
gaben über ein freies Kobaltifluorid?) Es gelang E. Birk, 


1) Ber. 54, 2816 [1921]. 
2) G. Barbieri und F. Calzolari, Atti R. Accad. dei Linceï. (5) 14, T, 
464 (1905). 
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der hier das Präparat prüfte, ohne Schwierigkeit, das elektro- 
lytische Darstellangsverfahren zu wiederholen; der Stoff erwies 
sich aber als autokomplexes Hydrat: Co2F6.7H20. Damit 
steht diese Verbindung in Parallele zu dem polymeren Chromi- 
fluorid Werner’s, Cr2F6.7H20, und dem Ferrifluorid von Ber- 
zelius, Fe: F6.9H20", und die Sonderstellung des Kobaltifluorids 
gegenüber den anderen Halogeniden des dreiwertigen Kobalts ist 
beseitigt. Denn auch das Fluorid besteht keineswegs als solches 
in freier Form; es ist vielmehr durch Autokomplexbildung und 
Hydratation stabilisiert und das Präparat verdankt seine Existenz 
in erster Linie dem ausgezeichneten Vermôgen der Fluoride, Ver- 
bindungen mit ihresgleichen einzugehen. 


Hannover, Technische Hochschule, Institut für anorganische Chemie. 


1) Vergl. R. Weinland, J. Lang, H. Fikéntscher, Z. f. anorgan. 
u. allgem. Chem. 150, 63 (1925). 


Über 
die sedimentäre Abbildung epirogener Bewegungen 
sowie über das Schichtungsproblem. 


Von 
Roland Brinkmann in Gôttingen. 


Vorgelegt durch Hans Stille in der Sitzung vom 12. März 1926. 


I. Vorbemerkungen. 
IT. Darstellung und tektonische Auswertung der Beobachtungen an den Callovien- 
ablagerungen Englands und des Südbaltikums. 
III. Über einige Regeln, die den Ablauf der epirogenen Bewegungen bestimmen. 
IV. Die Rolle der isostatischen Ausgleichsbewegungen und die Bedeutung der 
Schichtmächtigkeiten. 
V. Über die genetische Gliederung der Schichtungsarten. 


4; 


Die fossilen Sedimente verdanken ihr Vorhandensein an einer 
bestimmten Stelle, ihre Fazies samt Fossilinhalt, ihre Mächtigkeit 
und feinere Schichtgliederung der Summation einer grof$en Anzahl 
von Einzelfaktoren. Felsgerüst, Klima und Orographie der Ab- 
tragungsgebiete bestimmen die Beschaffenheit der verfügbaren 
lockeren und gelôsten Sedimentmassen; in den Senkungsfeldern 
werden sie dann räumlich und stofflich weiter gesondert je nach 
Medium, Wassertiefe, Temperatur, Strômungen und biologischen 
Verhältnissen. Zu alledem treten noch die tektonischen Bewegungen, 
indem sie einerseits generelle Müglichkeiten für die Abrasion bzw. 
Sedimentation schaffen, anderseits auch das Feingefüge der sich 
bildenden Schichtreihen beeinflussen. Die grofe Zahl der Ursachen, 
die bei der Entstehung eines Gesteines mitwirken, bedingt eine 
Vieldeutigkeit der Fazies, die es in den meisten Fällen unmôglich 
macht, aus dem Aufbau, dem Mineral- und Fossilbestand einen 
eindeutigen Rückschluf auf die Genese zu ziehen. Vielmehr er- 
scheint i. allg. nur der Weg gangbar, dureh vergleichende regio- 
nale wie historische Betrachtungen Gemeinsamkeiten aufzudecken 
und aus ihnen Teilursachen herauszuschälen. Doch darf auch hier, 
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wie in andern induktiven Wissenszweigen, das Bestehen von Aus- 
nahmen nicht dazu berechtigen, der Regel jede Gültigkeit abzu- 
sprechen, sondern die Ausnahmen werden im Gegenteil gerade die 
Erkennung weiterer zusätzlicher Faktoren fôrdern. 

Es ist daher zweckmäfig, solche Gesteinskomplexe zur Unter- 
suchung zu wählen, an deren Entstehung eine. Ursache überragend 
beteiligt ist, um auf diese Weise den ungelôsten Rest nach Môglich- 
keit klein oder doch wenigstens auf gleicher Grüfe zu halten. 
Diese Uberlegungen waren bei dem Versuche leitend, an dem Bei- 
spiel der deutschen Trias den EinfluB des Klimas aufzuzeigen !), 
und führten weiter dazu, die Callovienablagerungen des Baltikums 
und Englands darauf zu prüfen, in wieweit sie von tektonischen 
Faktoren beeinfluft sind. Die Vorteile, welche diese Schichtéruppe 
bietet, liegen einmal darin begründet, daf die genau und einheitlich 
durchgearbeiteten Schichtfolgen in einem Halbkreis um die schild- 
fôrmig aufgewôlbte und starker Abtragung ausgesetzte fennoskan- 
dische Festlandsmasse gelegen sind. Mit den küstennahen Auf- 
schlüssen wurden dann strandfernere und mehr beckeneinwärts 
gelegene verglichen und zur Konstruktion von Schnitten quer 
durch das ehemalige Meeresbecken verwandt. 

Die Auswertung solcher Faziesprofile hängt naturgemäf vor 
allem von der Schärfe ab, mit der sich synchrone Ablagerungen 
in dem untersuchten Raume erkennen lassen. Diese Vorbedingung 
lieB sich bei dem relativen Reichtum der Schichten an Leitfossilien 
durch eine erhebliche Verfeinerung der geologischen Zeitskala 
angenähert erfüllen, die es ermüglicht, im Callovien anstelle von 
vier nicht sehr genau begründeten Zonen zwanzig Zeïtspannen 
(Subzonen) auszuscheiden, die jeweils durch eine bestimmte Ver- 
gesellschaftung von Leitfossilien eindeutig gekennzeichnet sind. 
Auf die paläontologisch-stratigraphischen Grundlagen sei hier nicht 
näher eingegangen; es mag nur betont werden, daf$ auf ihnen die 
folgenden Ausführungen aufbauen. 

Noch ein drittes, nicht unwesentliches Moment mu genannt 
werden, nämlich die Tatsache, da die Sedimente des nordeuropäi- 
schen Calloviens fast ausschliefilich aus klastischem Material be- 
stehen. Nur sehr untergeordnet treten chemische Ausscheidungen, 
etwa in Form von Eisenoolith oder als karbonatisches Bindemittel 
der Sandsteine und Tone hinzu. Damit sind die Gesteinsgruppen 
fast vüllig ausgeschaltet, die durch (organische oder anorganische) 


1) R. Brinkmann, Tektonik und Sedimentation im deutschen Triasbecken. 
Ztschr. Dtsch. Geol. Ges., Bd. 78, $S. 52, 1926. és" 
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Ausfällung aus dem Meerwasser entstehen und mit tektonischen 
Bewegungen des benachbarten Festlandes oder des Meeresbodens 
nur in einem sehr verwickelten und losen Zusammenhange stehen. 
In unserm Falle handelt es sich im Gegenteil um Sediment- 
massen, die von den Strôümungen wohl meist nicht so weit ver- 
tragen werden wie gelüste Substanzen und deren Heimat sich in 
vielen Fällen durch mikroskopische Mineralbestimmung sicherstellen 
läft, ein Verfahren, das bei Kalken usw. vüllig versagt. Unter- 
suchungen dieser Art haben gezeigt, daf Verfrachtungen durch die 
Küstenstrôme sehr wohl eintreten, aber doch nicht bis zu dem 
Ausmafe, daf in den Sedimenten der Flachmeere die mineralogische 
Eigenart des dahinterliegenden Landes vüllig verwischt wäre !). 
Damit.läft sich die Betrachtung der gesamten Ablagerungen eines 
bestimmten Zeitraumes unter einen in gewisser Weise quantitativen 
Gesichtspunkt bringen, freilich keïinen exakten, da ja ein wesent- 
liches Glied der Gleichung, die vom Kontinent gelieferten Schutt- 
massen und deren zeitliche Schwankungen, vorerst unbekannt ist; 
gewisse Beziehungen und Forderungen lassen sich aber trotzdem 
aufstellen. 


IL. 


Die Gesamtsituation unseres Untersuchungsbereiches wurde 
schon kurz gekennzeichnet. Im Norden lag das fennoskandische 
Festland, das im oberen Dogger etwa die kristallinen Areale des 
Baltischen Schildes umfafte, aber noch einen wichtigen, heute ver- 
sunkenen Vorsprung in das Nordseebecken vorstreckte, die cim- 
brische Halbinsel. Südlich einer breiten Meeresfläche wurde dieser 
Kontinent von einem Kreise grôfierer Inseln umgeben, Bôhmen, 
Ardennen, Bretagne und vielleicht z. T. Irland, die zwischen sich 
breite Meeresstrafen mit den südlichen Gewässern liefen. Wir 
beschränken uns jedoch auf das nôrdliche Teilbecken und beginnen 
mit der Besprechung der der Küste Fennoskandiens nahen Profile. 
Fig. 1, bei Scarborough (Yorkshire) aufgenommen, môge als Beispiel 
dienen, doch lassen sich im übrigen Nordengland wie in Litauen 
prinzipiell die gleichen Beobachtungen machen. Petrographische Be- 
sonderheiten sind nicht vorhanden; es handelt sich um eine viel- 
fache Wechselfolge von Tonen und mittel- bis feinkôrnigen Sanden 
mit oder ohne Eisenooiden, deren auBerordentliche Lückenhaftigkeit 
erst die stratigraphische Durcharbeitung enthüllt. Kleinere Unter- 
brechungen wechseln mit grôBeren, die bedeutendste, etwa in der 


1) R. Brinkmann, Der Dogger und Oxford des Südbaltikums. Jahrb: 
Preuf. Geol. Landesanst. für 1923, Bd. XLIV, $. 510. 
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Mitte des Profils, welche uns später noch weiter beschäftigen wird, 
nmfaft eine Zeïtspanne von elf Subzonen gegenüber zwanzig des 


Figur 1. 


Ein Beispiel für den Schichtaufbau im Rand- 
gebiete des Callovienbeckens. Episodisch einsetzende, 
kurzdauernde homogene oder zyklisch gegliederte 
Schüttungen, die durch lange Sedimentationsunter- 
brechungen getrennt sind. 

Abvwitterungsprofil des Callovien vom Scarbo- 
rough Castle, Yorkshire. 

MaBstab 1 : 330. 

Striche Ton. 

Punkte Sand. 

Ringe Eisenoolith. 

<« Sedimentationslücken, deren ver- 
schiedene Zeitdauer durch die re- 
lative GrüBe der Zeichen ange- 
deutet ist. 

i Basis des ,Oxford clay“. 

e—h Oberer ,Kelloway rock“, darunter 
die grofe Lücke. 

b—d Unterer ,Kelloway rock“. 


do »Cornbrash“-Bank. 


gesamten Calloviens. Man darf sagen, dafi mindestens jeder scharfe 
petrographische Wechsel eine Lücke bezeichnet, doch gibt es auch 
sedimentfreie Zeiten, die an der Beschaffenheit der Schichtgrenz- 
flächen kaum zu erkennen sind. Die ganze Folge entstand also 
in episodischen Aufschüttungsperioden, die so kurz waren, daf es 
noch in keinem Falle gelungen ist, darin mehr als eine Subzone 
festzustellen, unterbrochen von langen Intervallen, aus denen uns 
an dieser Stelle jede sedimentäre Überlieferung fehlt. 

Die Ursachen der Unvollständigkeit kônnen einmal kontinentale 
(Verminderung der zugeführten Sedimentmenge, Verlegung von 
Flufimündungen, dann aber auch marine (Strômungen, tektonische 
Bewegungen des Meeresgrundes) sein. Die richtige Wahl zwischen 
den denkbaren Môglichkeiten wird durch die Untersuchung der 
Begrenzung und Struktur der einzelnen gleichaltrigen Schüttungs- 
kôrper erleichtert. Da starke Meeresstrôomungen während der 
Lücken die Ablagerung von Sediment verhinderten, ev. auch schon 
abgelagerte Schichten wieder entfernten, wird durch viele Tat- 
sachen erwiesen. Die Oberfläche der einzelnen Gesteinsbänke ist 
wie abgefegt, gelegentlich auch ausgekolkt, und grofe Gerülle, die 
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zu Transport und Abrollung bedeutend stärkerer Wassergeschwin- 
digkeit bedurften als die Sande oder Eisenoolithe (Belemniten, bis 
faustgrofie Geodentrümmer, einmal ein wallnuBgroBer Quarzkiesel), 
liegen darauf. Während der grofen Unterbrechung fand sogar 
eine Zerstôrung älterer Sedimente statt, deren abgerollte Fossilien 
sich in weïit jüngeren Schichten auf sekundärer Lagerstätte wieder- 
finden. Aber man darf die Frage aufwerfen, aus welchem Grunde 
die Strômungen gerade zu bestimmten Zeiten zu solch besonderer 
Stärke anwuchsen. Eine blofe Verlegang der Strombahn infolge 
von Klimaänderungen oder paläogeographischen Verschiebungen in 
fernen Gebieten kann nicht die Ursache gewesen sein, denn in 
solchen Fällen dürften wir nur eine regellose Verteilung der ein- 
zelnen Sandbänke erwarten. Statt dessen herrscht aber in horizon- 
taler wie vertikaler Richtung ein Aufbau, wie ihn Fig. 2 in einem 
Querprofil etwa senkrecht zur ehemaligen Küstenlinie darstellt !. 


Yons Nab 


NNW SSO 


Figur 2. 


Ein Profil vom Randgebiete des Callovienbeckens. Langdauernd im gleichen . 


Sinne fortwirkende Spezialundationen bestimmen die Mächtigkeit und Verbreitung 
der Einzelschüttungen. 

Aufschlüsse am Klintufer bei Scarborough, Yorkshire. 

Länge 1:125000, Überhühung 150 fach. 

a—i vel. Fig. 1. 

Die grofe Lücke zwischen d und e ist durch eïne stärkere Linie bezeichnet. 


1) Es handelt sich nur um einen relativ kleinen Ausschnitt aus dem Rand- 
gebiete des Callovienbeckens und dementsprechend nur um lokale Verhältnisse, 
die aber nach den Ergebnissen anderer Untersuchungen doch eine typische Be- 
deutung beanspruchen dürften. 


| 
. 
| 
| 
| 
| 
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Die erste deutliche Differenzierung zwischen Nord und Süd 
trat frühestens nach Absatz der Schicht d (Fig. 1) ein, denn die 
Eisenkalksteinbank des Cornbrash (a,) geht in vüllig gleicher Be- 
schaffenheit und Mächtigkeit durch, und auch noch die hôheren 
Schichten bis d einschlieflich, soweit bei der stellenweise tief- 
greifenden Abtragung noch erhalten, sind ziemlich gleichmähig 
ausgebildet und gehorchen jedenfalls noch nicht den später herr- 
schenden Sedimentationsregeln. Erst die (in Wirklichkeit ganz 
flache) diskordante Transgression der weit jüngeren Bank e nach 
einer langen Unterbrechung erweist, da im Süden inzwischen 
Veränderungen eingetreten sind, die eine mehr oder weniger tief- 
greifende Denudation des älteren Schichtkomplexes zur Folge 
hatten. Diesem ersten Vorgange, der etwa im mittleren Callovien 
stattfand, folgten gleichsinnige weitere, die verursachten, daf die 
Einzelschüttungen im Süden überhaupt nicht abgelagert wurden, 
oder dies Grebiet doch nur mit sehr verminderter Mächtigkeit über- 
schritten. Die sedimentäre Überlieferung ist im Süden deshalb 
noch weit unvollständiger als im Norden, sodaf die Schichtgrenzen, 
die zugleich Isochronen darstellen, sich nach Süden mehr und mebr 
vereinigen und damit immer längere Lücken repräsentieren. Die 
Schichtfolge ist also nicht aus regellos auskeilenden Linsen auf- 
gebaut, sondern Mächtigkeit und Verbreitung einer bestimmten 
Schicht ist in gesetzmäfiger Weise durch die Ablagerung der 
darunterliesenden, d.h. durch die Struktur des Untergrundes be- 
dingt. Dies Verhalten läft sich nur tektonisch deuten, indem in 
gewissen Zeiten submarine Bodenbewegungen einsetzten und die 
Verteilung der Sedimente bestimmten. Im Süden begannen im 
mittleren Callovien stärkere relative Aufwärtsbewegungen, die 
nach der Einebnung und Überdeckung von neuem auflebten und 
im Endergebnis das Bild einer rascher sinkenden Sammelmulde 
mit mächtigen Sedimenten und einer zôgernd folgenden Schwelle 
zeigen. 

Während die obigen Überlegungen den epirogenen Krusten- 
bewegungen wie der abtragenden oder ablagernden Tätigkeit dèr 
Strômungen einen entsprechenden Wirkungsbereich zuweisen konnten, 
bleibt noch ein Einwand zu widerlegen, der die vorhin entwickelte 
Auffassung in Frage stellen kônnte, nämlich die Môglichkeit, daf 
es sich vielleicht nur um einen Wechsel in der Menge des vom 
Lande zugeführten Schuttes handelt. Dem kann man durch eine 
vergleichende Betrachtung der Küstenprofile mit den im Becken- 
innern gelegenen Schichtfolgen von Mittel- und Südengland bzw. 
Nordwestdeutschland begegnen. Fig. 3 bietet ein überhühtes Fazies- 
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profil durch das gesamte englische Callovien vom Beginn der 
Macrocephalenzone bis zum Ende der Lambertizone!), wobei die 


Randgebiet Beckengebiet 


(Yorkshire) (Mittel- u. Südengland) 


NO 


SW 


ÉEJ ON 


Eisenreiche Sand und Tone mit Bituminüse 
mergelig- Sandstein Pyrit- schiefrige 
sandige Kalke (,Kelloway fossilien Tone 
u « a 
(Osrabrasn Loue (,Kelloway clay u. Oxford clay“) 


Figur 8. 


Ein Schnitt vom Rande zum Innern des englischen Callovienbeckens. Zwischen 
die auch randlich (in sandiger Facies) vertretenen Schichten AB und CD schiebt 
sich beckeneinwärts die Serie BC ein. 

Nach Aufschlüssen bei Scarborough, Hull, Peterborough, Oxford, Kellaways, 
Weymouth. 

A—A, B—B usw. Isochronen 
1—6 Epirogene Bewegungsstadien, vgl. S. 211. 


durch stratigraphische Untersuchung ermittelten zeitlichen Korre- 
lationen der einzelnen Sedimente durch die Einzeichnung einiger 
Linien gleicher Zeit (Isochronen) verdeutlicht sind. Es geht daraus 
hervor, daB die untere Schichtserie von Yorkshire (— A—BC in 
Fig. 3) gerade so wie die obere (— BC—D) nach Süden durch 
Verfeinerung des Korns in undeutlich geschichtete tonige Gesteine 
mit in Pyrit erhaltenen Fossilien, den Kelloway clay (— A—B) 
bzw. den mittleren Teil des Oxford clay (= C—D) der englischen 
Geologen, übergeht. Zwischen beiden liegt aber schon nôrdlich 
des Humber eine mächtige Serie von grob- bis mittelkôrnigen 
Sandsteinen (Kelloway rock) und bituminôsen, posidonienschiefer- 
ähnlichen, feingeschichteten Tonen (unterer Teil des Oxford clay) 


1) Für das Gesamtbild unwesentliche Einzelheiten, wie die Schwellen und 
Becken von Fig. 2, sind hierin fortgelassen. 
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(— B—C), die weiter nôrdlich kein zeitliches Âquivalent besitzen, 
sondern sich gewissermaBen zwischen die sich üffnenden Schicht- 
flächen der grofien Mittelcallovienlücke einschieben.  Innerhalb 
dieses Komplexes findet ein allmählicher fazieller Ersatz des ba- 
salen Sandes durch Ton von Norden nach Süden statt, soda in 
Südwestengland (Dorsetshire) nur ein handhohes Sandbänkchen 
übrig bleibt. Die Schichtserie wird also im Becken vollständiger, 
aber nicht nur die gro$en Unterbrechungen schliefen sich, sondern 
auch die zahlreichen kleineren, soda in randferneren Gebieten 
(Mittelengland, Nordwestdeutschland) eine Kontinuität der Sedi- 
mentation erreicht ist oder wenigstens stratigraphische Lücken 
nicht mehr nachweïisbar sind. Eine sedimentpetrographische Durch- 
musterung der Schichtfolge bestätigt diesen Befund, hôchstens mit 
der Einschränkung, daf wenige dünne Lagen von Muschelbreccien 
innerhalb der Tonserie vielleicht Unterbrechungen, wahrscheinlich 
aber nur Verminderungen des Absatzes bezeichnen. 

Welches sind nun nach den in Kürze aufgeführten Beob- 
achtungen die Unterschiede zwischen Küstensäumen und Meeres- 
becken? Ganz abgesehen von der Bio- und Lithofazies unter- 
scheiden sie sich durch den Charakter der Sedimentation. Nahe 
dem Strande erfolgen kurze episodische Aufschüttungen, die auf 
die Zeïiteinheit bezogen relativ groBe Mächtigkeiten der einzelnen 
Bänke ergeben, — aber scheinbar in Widerspruch dazu steht die 
geringe Gresamtmächtigkeit, wenn wir das Endergebnis betrachten. 
Das klärt sich auf, wenn man bedenkt, daB zwar in diesen Ge- 
bieten eine Überfülle von Schutt vorhanden ist, daB aber die Sen- 
kung mit der Neigung zur Aufschüttung keineswegs Schritt hält. 
Einzelne Senkungsgebiete, wie wir sie oben aus Nordengland 
schilderten, vermügen zwar mehr aufzunehmen als die benach- 
barten Felder, aber auch hier genügt der Betrag der Abwärts- 
bewegung bei weitem noch nicht, um alles zu fassen. Demgegen- 
über findet im küstenfernen Becken eine fast kontinuierliche Sedi- 
mentation statt, sodaf die Liücken (Feinschichtung des Tones, 
Muschelbreccienlagen) weit unter die Länge der stratigraphisch 
fafbaren Intervalle hinabgesanken sind. Darin drückt sich die 
Tatsache aus, daf die Sedimentzufuhr geringer, die Senkung da- 
gegen stärker war, soda sich Unterbrechungen und Abrasions- 
perioden nicht einschalten konnten. 

Wenn man, wie es hier versucht wurde, den Aufbau und die 
Eigenschaften der marinen Schichtreihen zum grofen Teile auf 
tektonische Bewegungen des Meeresbodens zurückführt, dann müfte 
es môüglich sein, ein System submariner Undationen (ev. mit ge- 
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legentlichem Auftauchen über dem Meeresspiegel) zu konstruieren, 
das die faziellen Eigenheiten des Calloviens erklärt. Das ist aber 
nicht angängig, und deshalb sind wir zu der plausiblen Erweiterung 
genôtigt, daf die tektonischen Bewegungen nicht an der Strand- 
linie halt machen, sondern auf die Landfeste übergreifen. Oft 
handelt es sich dabei um Kippbewegungen von beschränktem Aus- 
mafe, gelegentlich aber auch um weitgreifende Krustenwôlbungen, 
die sich durch regionalen Wechsel in der Beschaffenheit des ge- 
lieferten und abgesetzten Sedimentes zu erkennen geben, sodaf die 
Môglichkeit besteht, an der Verbreitung und Korrelation der ein- 
zelnen Fazies das Areal, das die epirogenen Bewegungen über- 
spannen, abzuschätzen. : 

Im Folgenden sei versucht, auf dieser Grundlage eine tekto- 
nische Analyse des englischen Calloviens an Hand einiger graphi- 
scher Darstellungen durchzuführen (vgl. Fig. 4). 


Hebungsgebiet Senkungsgebiet 
(Fennoskandien) (Nordeuropäisches Callovienmeer) 
NO SW 
à, 
' 4 
2 Denudation 
$ | ” Sedimentatior 
| 
| F6 
\ s) 
Le ASS ÿ, 
HÉROS 
| Rise à 
eckenrand zur Zeit: 2 1 56 


rehpunkte: 


43 
dh #5 23 
Figur 4. 


Vereinfachte Darstellung der epirogenen Krustenbewegungen und Becken- 
randverschiebungen im englischen Callovien. Die Linien stellen die Lage der 
Erdoberfläche — bezogen auf die Grenze Sedimentation - Denudation — während 
der verschiedenen Stadien dar (mit abnehmender Strichdicke von den älteren zu 
den jüngeren). 

1—6 Bewegungsstadien, vel. $. 211. 
e  Lage des Beckenrandes. 
©  Lage des Drehpunktes. 


Die Bezeichnung des Drehpunktes ‘/, ist versehentlich fortgelassen. 
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1) Zu Beginn des Calloviens bestand ein flaches Gefälle von 
Nordengland, wo damals noch ästuarine Bedingungen herrschten, 
bis in die rein marinen südlichen Gebiete. 

2) Eine flächenhafte Senkung ohne wesentliche weitere Defor- 
mationen ergriff Festland, Strandlagunen und Meeresbecken und 
lief die im Süden schon bestehende Fazies des Cornbrash(sandige 
Eisenkalke) schräg durch die Isochronen nach Norden herauf- 
wandern. Vorihr verringerte sich die Korngrôfe infolge der kon- 
tinentalen Senkung, hinter ihr rückte die Tonfazies nach Norden 
vor. Zum Schluf trat in Nordengland eine leichte Verflachung 
ein, soda sich statt Ton und Feinsand vorwiegend Eisenoolithe 
absetzten. 

3) Auf dem Festlande setzte eine rasche Hebung ein, die die 
nôrdlichen Küstengebiete mitergriff. Die Folge war Abrasion in 
. Nordengland und Zufuhr beträchtlich grôberen Sediments vom 
Lande her, das weit ins Innere des Meeresbeckens hineingeschüttet 
wurde. 

4) Zeitlich etwas verspätet erfolgte die entsprechende Senkung 
im Becken, von der aber nur ein umschriebenes, relativ küstennahes 
Areal ergriffen wurde. Es entstand eine Sondergeosynklinale, die 
von submarinen Schwellen umgeben war, welche den Austausch 
des Tiefenwassers erschwerten und so die Vorbedingungen für den 
Absatz der Olschiefer des mittleren Calloviens schufen. Gegen 
Ende scheint sich ein langsames Rücksinken des Festlandes in der 
relativen Verminderung der Sand- gegenüber den Tonmengen anzu- 
deuten. 

5) Eine erneute abwärtige Undation in den Randgebieten und 
Verflachung des Beckeninnern leitete sich plôtzlich ein, ersetzte 
die bituminôüsen Schiefer durch pyritische und bedingte das Wieder- 
vorgreifen der Sedimentation in Nordengland unter Verfeinerung 
der Korngrüfe. 

6) Eine ausgedehnte Ausglättung der schildfôrmigen Aufwül- 
bung des Kontinents lief die sandige Komponente zugunsten der 
tonigen ganz zurücktreten. Vorbereitet wurde diese plôtzliche 
Bewegung durch eine allmähliche Verflachung des Meeres, die eine 
immer reichere Ansiedlung von Benthos ermüglichte und schlieflich 
die Bildung konglomeratischer Geoden zur Folge hatte. 


III. 
Die Beschreibung der einzelnen Stadien, bei der relativ unbe- 
deutende Spezialbewegungen nicht berücksichtigt worden sind, läBt 
im Verein mit den Abbildungen erkennen, wie jeder epirogenen 
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Bewegung ein bestimmter Verschiebungssinn der Faziesbereiche 
zugeordnet ist, soda sich nach Sammlung weiterer Erfahrungen 
darüber sicherlich Regeln für den eindeutigen Zusammenhang 
zwischen ihnen ergeben werden, vorausgesetzt, daf es gelingt, den 
Eïnfluf einer Reïhe weiterer oben genannter Faktoren zu elimi- 
nieren. ÆErschwert wird die Lüsung dieser Probleme naturgemäf 
durch die unendliche Mannigfaltigkeit und Regellosigkeit der 
Krustenbewegungen. Die Drehungsachse liegt bald auf dem Fest- 
lande, bald draufen im Meere, die Grenze zwischen Denudation 
und Auflagerung, die in unserer Darstellung, Fig. 4, statt des 
kaum korrekt eintragbaren Meeresspiegels als Bezugsfläche gewählt 
wurde, greift vor und springt zurück, eine Wiederkehr des Gleichen 
tritt jedoch niemals ein. Ebensowenig lassen sich die Vorgänge 
in ein Wechselspiel von Schollen mit jeweils bestimmter Eigen- 
bewegung auflôsen, es sei denn> daf man eine ganz schematische 
Einteilung vornimmt. Die Kruste scheint in epirogenen Zeiten 
nicht, wie während der Orogenese, von Diskontinuitätsflächen 
durchtrennt zu sein; ein Gewirr von Eisschollen im letzteren, die 
wogende Oberfläche des Meeres im ersteren Falle môgen das Bild 
wiedergeben. Auch von dem Gegensatze stabil — mobil ist fast 
nichts zu bemerken, vielmehr werden Gebiete verschiedenartigster 
Vorgeschichte von der Undation hinsichtlich Art und Ausmaf 
ungefähr gleichmäfig betroffen. 

Gleichwohl besteht eine Reiïhe von zeitlichen und regionalen 
Beziehungen zwischen den Einzelvorgängen, von denen zuerst die 
räumlichen Zusammenhänge besprochen seien. Es wurde oben aus- 
geführt, daf sich die Undationen nicht durch einen GroBschollenbau 
der Erdrinde erklären lassen, denn einmal ist der Umfang der 
Bewegungseinheiten, gemessen an den Auswirkungen im Sediment 
von einem Zeitpunkt zum nächsten, so verschieden groB, daB der 
Begriff Einheit nicht mehr anwendbar erscheint, anderseits ver- 
biegt sich dieselbe Masse in ihren verschiedenen Teilen oftmals in 
ungleichem Sinne, steigt etwa an der einen Küste auf, während 
sie an der andern sinkt. Das ergibt sich ohne weiteres aus den 
Diagrammen Fig. 4 und 5, wenn man den Drehpunkt als hypothe- 
tische Schollengrenze annimmt und seine horizontale Verschiebung 
von einem Stadium zum andern verfolgt. Oder man vergleiche 
die undatorischen Schwankungen Litauens mit denen von Nord- 
england (Fig. 5): beide Punkte befinden sich in derselben paläo- 
geographischen wie tektonischen Situation, dem flachen, oft von 
Sedimentationsunterbrechungen betroffenen Randgebiete Fenno- 
skandiens. Trotzdem aber liegen die einzelnen Lücken fast 
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alle zeitlich verschieden, was einwandfrei nachweisbar ist, d. h. 
die Feinbewegungen waren an beiden Orten nicht gleichzeitig, — 


5 6 
Randgebiet Æ Denudation 
(Yorkshire) | Sedimentation 
Beckengebiet “ 
(Mittel-Süd- 
england) 
L Denudation 
Randgebiet Ï i 
ns Sedimentation 


Figur 5. 

Diagramm der epirogenen Bodenbewegungen in den Rand- und Becken- 
gebieten zur Callovienzeit. Man beachte die im ganzen gewahrte Schaukelbewegung 
von Becken und Rand in England, ferner die Ungleichzeitigkeit der Spezial- 
undationen im englischen und litauischen Randgebiet. Bezugsfläche wie in Fig. 4 
die Grenze Sedimentation-Denudation. 

1—6 Bewegungsstadien. 


mit einer Ausnahme, dem grofen und allgemeinen Rücksinken des 
Festlandes (Stadium 6), das in Litauen, im übrigen Baltikum und 
in England in der gleichen Subzone eintrat, Neben der lokalen 
oder regionalen Epirogenese gibt es demnach auch sehr weit- 
reichende fast universelle Krustenbewegungen. Wir dürfen wohl 
annehmen, daf sie ständig wirken, aber nur selten rein zum Durch- 
bruch kommen. Das erhellt schon aus der Betrachtung des Gesamt- 
effektes, der sich aus der Addition aller Spezialoszillationen zu- 
sammensetzt. Dieser ist nicht gleich null, wie wir es bei der 
Summation von regellosen und sich letzten Endes aufhebenden 
Schwankungen erwarten sollten, sondern fügt sich als positives 
Glied in einen Vorgang ein, der schon im Paläozoïikum begann 
und heute noch weiterläuft, nämlich das Aufsteigen eines tief 
denudierten kristallinen Massives im Norden und das allmäbliche 
Eïnsinken der baltischen Geosynklinale südlich davon. 

Solch enge räumliche Verknüpfung von Hebung und Senkung 
beherrscht nicht nur das Geschehen im groBen, sondern auch die 
Einzelbewegungen, bei denen fast stets aufwärtige und abwärtige 
Undationen miteinander verbunden sind. Wohl das beste Beispiel 
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ist die Kippbewegung zur Zeit des Kelloway rock (Stadium 3 
und 4), bei der die kontinentale Aufwôülbung ihr Widerspiel in 
einer besonders tiefen Einsenkung des den Hebungsgebieten räum- 
lich nahe gelegenen Meeresbeckens findet, in dessen schlecht durch- 
lüfteten Tiefen sich bituminôse Schiefer ablagerten. Die engen 
Beziehungen werden noch dadurch unterstrichen, daf die Ver- 
breitung von Ülschiefer und Kelloway rock durchaus zusammen- 
fällt und in Regionen ohne letzteren, wie in Norddeutschland oder 
Nordfrankreich, auch die ersteren nicht auftreten. 

Kompensatorische Bewegungen in Form von Schollenneigungen 
sind also sehr verbreitet, doch fallen Auf und Ab, — und das 
traf zum Teil für das ebengenannte Beiïspiel zu —, zeitlich nicht 
immer genau zusammen. Diese Eigenheit scheint mit einer wich- 
tigen Tatsache in naher Beziehung zu stehen, nämlich der Asym- 
metrie der epirogenen Vorgänge. Die Bewegungskurven der Erd- 
kruste sind, soweit wir es aus den Sedimenten erschlieBen künnen, 
sehr häufig einseitig gebaut, beginnen mit steilem Anstieg und 
enden mit flachem Abfall oder umgekehrt (vgl. Fig. 5). Das weite 
Vorgreifen des Kelloway rock nach Süden, das durch die Hebung 
im Norden bedingt war, setzte plôtzlich ein, er erreichte in diesem 
ersten Moment seine grôfite Ausdehnung, dem ein allmähliches 
Zurückweichen folgte. Es dürfte berechtigt sein, die Umgrenzung 
dieser Sandschüttung gewissermaBen als Raumzeitkurve der rand- 
lichen Reduktion aufzufassen, wodurch in diesem Falle die Asym- 
metrie in Fig. 3 bildhaft hervortritt. Das Gleiche läfit sich viel- 
fach aus dem vertikalen Faziesgange, insbesondere aus den von 
Klüpfel!') zuerst erkannten und auf tektonische Ursachen zurück- 
geführten Sedimentationszyklen ablesen. Wir kennen sie auch aus 
dem Untercallovien Nordenglands (vgl. Fig. 1), wo sich mehrmals 
die Folge 


Feinsand plôtzliche Vertiefung 
: = scharfe Grenze 
Eisenoolith übergehend in 
sandigen Eisenoolith : : ASE 
tirent éna é ; allmähliche Verflachung 


Feinsand, ev. darunter noch Ton 


wiederholt, die, wie wir aus den Schilderungen Klüpf els wissen, 
sich am Ardennenrande im Oberen Lias und Unteren Dogger genau 
so, nur in grüBerem MaBstabe wiederfindet und die Schichtgliede- 
rung in der lotbringischen Minetteformation bedingt. 

1) W. Klüpfel, Über die Sedimente der Flachsee im Lothringer Jura. 
Geol. Rdsch., Bd. 7, 5. 97, 1916. 
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Wie ist es zu erklären, daf kontinuierliche Hebungsvorgänge 
plôtzlich durch die entgegengesetzte Bewegung unterbrochen werden, 
bezw. das umgekehrte eintritt? Da ist erstlich hervorzuheben, daf 
die abrupten und die allmählichen undatorischen Verbiegungen nur 
Abarten eines Grundvorganges darstellen, die sich gegenseitig ab- 
lôsen, einander vertreten und sowohl zeitlich wie im selben Raume 
vielfach miteinander wechseln künnen, und es scheint, daB gerade 
die letzteren Fälle für die Deutung von besonderer Wichtigkeit 
sind. Am Ende von Stadium 1 (vgl. Fig. 5) trat im Küstengebiete 
(in mehreren kleinen Einzelrucken) eine leichte Verflachung ein, 
die einen Fazieswechsel von Ton: zu Sand und Eisenoolith veran- 
late, und die sich gewissermafen als ein Vorläufer der starken 
und raschen Heraushebung zu Beginn von Stadium 2 betrachten 
lä8t. Umgekehrt sank schon gegen Ende von Stadium 4 der Fest- 
landsblock langsam etwas zurück und bereitete damit der plôtz- 
lichen Extension zu Beginn von 5 den Weg. Schlieflich sei er- 
wähnt, daf dem regionalen abrupten Rücksinken des Kontinents 
(Stadium 6), das sich in der ganzen Küstenregion bemerklich 
machte, als Korrelat im Beckeninnern eine Verflachung entsprach, 
die schon früher einsetzte, dafür aber auch ganz allmählich ablief. 
Es hat den Anschein, als ob eine gegenüber der Gesamttendenz 
zurückgebliebene Scholle plôtzlich mit hineingezogen würde, und 
daraus lieBe sich die Auffassung entwickeln, daf die diskontinuier- 
lichen Bewegungen als Fortsetzung oder Auslôsung kontinuierlich 
eingeleiteter Vorgänge zu betrachten sind. 

Unsere Schlüsse kônnte man etwa zu folgender Beschreibung 
der Epirogenese zusammenfassen: Die Grundform des Ablaufs der 
undatorischen Bewegungen ist die kontinuierliche weitspannige 
Verbiegung, die Vertikalverschiebungen und Schrägstellungen ver- 
ursacht. In den meisten Fällen sind Absenkungen durch räumlich 
und zeitlich damit verknüpfte Aufwôlbungen kompensiert und um- 
gekehrt. Das Areal der von einer einheitlichen Bewegungstendenz 
erfaBten Krustenteile kann sebr verschieden grof sein und schwankt 
in der Regel von einem Zeitpunkt zum andern, dennoch aber haben 
die Spezialundationen, die mit Verschiebungen der Schollendreh- 
punktslage und des Drehungssinns einhergehen, nur als Variationen 
eines Grundplanes zu gelten, da sie nur geringe Modifikationen 
am Endergebnis, der Bildung von Geantiklinalen und Geosynkli- 
nalen, hervorzubringen vermügen. In dem gleichzeitigen Vor- 
handensein von verschieden gerichteten und verschieden rasch ver- 
laufenden Bewegungen ist die Ursache für die diskontinuierliche 
Evolution gegeben. Die einzelnen miteinander interferierenden 
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Impulse überlagern sich nicht einfach additiv, sondern eine be- 
stimmte Scholle folgt entweder dem einen oder dem andern An- 
triebe, der von den Nachbargebieten plôtzlich übergreift und damit 
die dort begonnene Undation ruckartig durch eine andere Tendenz 
ablôst. Die einzelnen Schollen stehen also durch eine Art elasti- 
scher Reibungskuppelung miteinander in Beziehung, die gewisse 
Sonderbewegungen zuläft, von einem bestimmten Punkte ab da- 
gegen als starre Verbindung wirkt. Da nun die Abgrenzung der 
Bewegungseinheiten nur unscharf und schwankend ist, so werden 
die zwischen zwei differenten Massen liegenden Streifen bald von 
der einen, bald von der andern mitgenommen, was jedesmal mit 
einem ruckweisen Herausreifen aus der bisherigen Evolutionsbahn 
verbunden ist. Solche Streifen stellen die Küsten- und Flachmeer- 
gebiete dar, und es ist wohl denkbar, daf sie die häufigen Asym- 
metrien und Diskontinuitäten ïihrer Undationskurve der Mittel- 
stellung zwischen zwei Feldern mit verschiedenem Bewegungssinn 
verdanken, die abwechselnd ihren Einfluf geltend zu machen be- 
strebt sind, — abgesehen von dem Umstande, daf Niveauver- 
schiebungen im Flachwasser viel leichter erkennbar sind als im 
bathyalen Bereich. 


IV. 


Die in Kürze mitgeteilten Beobachtungen bieten noch einiges 
Material zur Beurteilung der Bedeutung der Schichtmächtigkeiten. 
Aus dem Querprofil Fig. 3 erhellt die allmähliche Zunahme der 
Mächtigkeit des Calloviens, je weiter wir uns von der Küste ent- 
fernen, aber es ergibt sich zugleich, daB in Nordengland der - 
Mangel an Sediment nicht die Ursache der schwachen Ausbildung 
sein kann, was durch genaue Untersuchungen bestätigt werden 
konnte. Vielmehr liegen die Gründe auf tektonischem Gebiete 
und sind durch das geringe Einsinken der Randzone der Greosyn- 
klinale bedingt. Doch kommt die geringe Mächtigkeit nicht dadurch 
zustande, daB sich die Sedimentationsgeschwindigkeit andauernd 
auf geringer Hôhe hält, sondern durch ein periodisches, oft abruptes 
Schwanken zwischen verhältnismäBig grofen positiven Werten und 
negativen, bezw. null, sodaf sich die lückenhafte Überlieferung 
ergibt, die man an der Verbreitung der Leitfossilien nachweïisen 
kann. Die Unterbrechungen machen sich zum Teil schon dadurch 
kenntlich, daf sie die einzig deutlichen Schichtflächen in der ganzen 
Serie darstellen, in der sonst petrographische Übergänge zwischen 
Sand und Ton, Sand und Eisenoolith die Regel sind (siehe Fig. 1). 
Es läft sich sogar zeigen, da sich manche Lücken nur sehr un- 


ee ÈS, 


Über die sedimentäre Abbildung epirogener Bewegungen usw. 217 


deutlich als Trennungsfugen ausprägen; augenscheinlich spielt der 
Grad der Erhärtung der älteren Sedimente, die Stärke der Auf- 
arbeitung und anderes dabei eine Rolle. Die Schichtung ist in 
unserm Falle eine tektonisch bedingte Unterbrechungsschichtung, 
was besagen will, daB jede Schichtfläche ihre Ausbildung einer 
sedimentfreien Zeit verdankt, während welcher der Meeresboden 
an der Untergrenze des Denudationsniveaus oder sogar noch darüber 
lag. DaB nur aktive Bewegungen der Kruste, Hebungen und Sen- 
kungen, in Betracht zu ziehen sind, wurde aus dem gesetzmäBigen 
Aufbau der Einzelschüttungen nachzuweisen versucht und hat sich 
auch in andern Gebieten und Formationen bestätigt, beruht also 
keinesfalls auf Sonderverhältnissen des baltisch-englischen Ober- 
dogger. Daraus folgt, daf manche Gebiete der Senkungsfelder 
nicht die gesamten Sedimentmassen aufnahmen, die sie bestenfalls 
hätten fassen kônnen, sondern zeitweise durch Stillstände oder 
Hebungsintervalle einen Teil wieder abschüttelten. In diesem Sinne 
läft sich die Unterbrechungsschichtung der marinen Flachwasser- 
gebiete, von der die zyklische Sedimentation Klüpfels einen 
Sonderfall darstellt, als Mittel bezeichnen, um das Zuviel an Ab- 
lagerungen wieder los zu werden. 

Solche Folgerungen widersprechen der isostatischen Theorie 
des Sedimentabsatzes durchaus, die ja gerade eine Proportionalität 
von Senkung und Auflagerung verlangt, zum mindest Aufwärts- 
bewegungen in einer Geosynklinale nicht zulassen kann. Eine 
Erklärung der vertikalen Gliederung der Sedimentsäule vermag 
zwar die Vorstellung zu geben, daB bei der Trägheit der isostati- 
schen Neueinstellung der anisostatische Zustand erst eine beträcht- 
liche Grüfe erreichen muB (Belastung mit mindestens 300 m Sedi- 
ment in unserm Beispiel nach den Berechnungen von Born‘) ehe 
er die Reibung und Scherfestigkeit der Kruste zu überwinden ver- 
mag und die Scholle absinken kann. Born denkt vor allem an 
eine Senkung an den ,inneren Randverwerfungen“ der Geosynkli- 
nalen, aber diese sind noch nicht aufgefunden, wie H. Stille 
wiederholt betont hat, und ihre Existenz ist nicht einmal wahr- 
scheinlich, denn dann müfBten ja die Grenzen zwischen Abtragungs- 
und Sedimentationsraum konstant durch jene Stôrungen, an denen 
die Kohäsion durch eine erstmalige Verschiebung verringert worden 
ist, gegeben sein. Demgegenüber wurde oben (vgl. Fig. 4) auf den 
ständigen Wechsel von Denudation und Auflagerung sowie auf die 


1) A. Born, Isostasie und Schweremessung. Ihre Bedeutung für geologische 
Vorgänge. Berlin 1928. $S. 66. à 


218 Roland Brinkmann, 


vielfachen Verschiebungen der Schollendrehpunkte in den Küsten- 
gebieten hingewiesen, die sich durch Verbiegungen an der Grenze 
von Geantiklinalen und Geosynklinalen ungezwungener erklären 
lassen als durch das Bestehen von Diskontinuitätsflächen. 
Bedenken mu ferner der hohe Schwellenwert der isostatischen 
Bewegungen erregen, der für unsern Fall etwa von der GrüBen- 
ordnung 300 m ist. Das bedeutet, da8 Ausgleichsvorgänge prinzi- 
piell nur im bathyalen Gebiete môüglich sind, wo die Meerestiefe 
ständig grôBer als 300 m ist, denn in flacheren Gewässern künnte 
eine Auffüllung mit ausschlieflich marinen Sedimenten keine Sen- 
kung hervorrufen. Gesetzt, auch dieser Grenzwert würde geringer, 
wenn man flache Flexuren statt Zerreifungen an den Becken- 
rändern annimmt, so ist doch die von der Theorie geforderte um- 
gekehrte Proportionalität zwischen der Fläche des Senkungsfeldes 
und der zur Neueinstellung nôtigen Schichtmächtigkeit  keines- 
wegs erfüllt. Gerade die Sondergeosynklinalen der Küstengebiete, 
deren Wichtigkeit für die Absatzverhältnisse oben hervorgehoben 
wurde, enthalten bei geringem Umfange auch nur geringmächtige . 
Ablagerungen, deren Gesamtgewicht wohl in keinem Falle zur 
Auslôüsung isostatischer Senkungen ausgereicht hat, wozu die Vor- 
bedingungen im Beckeninnern mit seinen viel mächtigeren Schicht- 
folgen gelegentlich gegeben sein dürften. Besondere Schwierig- 
keiten bereitet aber das Vorhandensein submariner Hebungen, für 
die sowohl die von Klüpfel und mir beschriebenen Sedimentations- 
zyklen als auch die Schwellenbildung Belege abgeben. Die von 
Born’) gegebene Deutung der zyklischen Sedimentation, nämlich 
Fazieswechsel infolge Auffüllung und dadurch bedingter Verflachung, 
kann nicht zutreffen, da die Zyklen viefach nur nach Metern messen, 
die Meerestiefe aber doch sicherlich das zehn- bis hundertfache 
davon betrug, und man kaum erwarten darf, daf die Kalk- oder 
Eisenooïidabscheidung auf so geringe Verminderung der Wasser- 
säule merklich reagiert. Gerade die Anzeichen von Korrosion und 
Aufarbeitungen auf der Dachfläche, mit der jeder Sedimentationszyklus 
oder -rhythmus abschlieft, kônnen nur durch rasche Hebungen des 
Meeresbodens in den Abrasionsbereich hervorgerufen sein und sind 
besonders schlecht mit der Isostasie verträglich, denn sie zeigen, 
daB der Senkurg durch ,isostatische Neueinstellung“ (Born) eine 
Entlastung vorausging, mithin die Abwärtsbewegung gerade in 
dem Moment einsetzte, in welchem das Überwiegen der Abrasion 
über die Auflagerung am wenigsten Anlaf dazu bieten sollte. 


1)'A. Born; a, a 091194. 
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Nach alledem künnen isostatische Vorgänge im Sinne hydrostati- 
scher Ausgleichsbewegungen, die infolge von Massenverschiebungen 
an der Erdoberfläche einsetzten, nur in sehr geringem Mafe an der 
Feingliederung der Schichten beteiligt sein, und es dürfte sich 
nachträglich rechtfertigen, wenn oben nur von tektonisch bedingter 
Sedimentation gesprochen wurde. 

Gibt es nun auch Grebiete, in denen der Schichtabsatz nicht 
tektonisch gehemmt ist, sondern sich ungehindert und unter opti- 
malen Bedingungen entfalten kann? Es liegt nahe, hier an die 
grofen Sammelmulden, aus denen die Faltengebirge aufgestiegen 
sind, zu denken, als deren Hauptkennzeichen man seit J. Hall 
die gewaltige Mächtigkeit der Schichtfolgen angeführt hat, die 
sich in ihnen im Gregensatz zu den extrageosynklinalen Gebieten 
aufgehäuft haben. Mit dieser Erscheinung steht m. E. der oft 
dickbankige bis ungeschichtete Habitus der Geosynklinalsedimente 
in nahem ursächlichen Zusammenhange. Beispiele dafür sind in 
Menge vorhanden; man denke nur an die dickgebankten Grauwacken 
und Quarzite des rheinischen Unterdevon und der Lenneschiefer- 
gruppe, die klotzigen Massenkalke oder die Grauwacken des Kulm. 
Noch deutlicher wird das bei einem Vergleich der alpinen Trias- 
und Juraschichten mit den entsprechenden germanischen. Gerade 
die Sedimente der Alpen, die bei gleicher Gesteinsbeschaffenheit 
sehr viel mächtiger gegenüber den deutschen sind, sind zugleich 
viel dickbankiger oder auch überhaupt nicht geschichtet, z. B. 
Mendeldolomit — Wellenkalk, Schlerndolomit und Wetterstein- 
kalk — Oberer Muschelkalk, Acanthicuskalk — oberer Weïfjura- 
kalk Schwabens. Es scheint danach eine gewisse umgekehrte Pro- 
portionalität zwischen der Ausbildung der Schichtung und der 
Mächtigkeit zu bestehen, die naturgemäB nicht für alle Falle 
zutrifft, schon deshalb, weil die Schichtung nur zum Teil tekto- 
nisch bedingt ist (hierüber vgl. unten S. 220#). Aber gerade bei 
relativ mächtigen Sedimenten ist es auffallend, wie selten sie durch 
Schichtfugen gegliedert sind, die sich als Unterbrechungsmarken 
deuten lassen. Gleichwohl fehlen tektonische Absatzlücken auch 
in der Tethysgeosynklinale nicht; so treten sie wohl im Dachstein- 
kalk auf, dessen rote Lettenlagen zwischen den einzelnen mächtigen 
Kalkbänken von manchen Autoren als terrestrer Staub gedeutet 
sind, der über die aufgetauchten Riffe geweht wurde. 

Die Küstensedimente des baltisch-englischen Dogger, die Ce- 
ratitenschichten des germanischen Oberen Muschelkalk und der 
süddeutsche Jura, um eïnige Beïispiele zu nennen, einerseits, und 
die grofen Komplexe der subalpinen Molasse und des Flysch, die 
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Kulmgrauwacken, die mächtigen Kalke und Dolomite des alpinen 
Mesozoikums andererseits sind somit hinsichtlich der Mächtigkeit 
und der Ausbildung der Schichtung Endglieder einer Reïhe, die 
durch viele Zwischenformen verbunden sind. Im ersteren Falle 
ist die Abwärtsbewegung gering und die zwischengeschalteten 
Abtragungszeiten haben relativ gro$e Dauer. Der terrigene Schutt 
muB deshalb vielfach lange wandern, ehe er endgültig zur Ruhe 
kommt, und die chemischen Ausscheidungen sind der Zerstürung 
durch Wellenschlag, Anätzung und Lôüsung ausgesetzt, wodurch 
die Mächtigkeit der eben abgesetzten Schichtfolge wieder reduziert 
wird. Im zweiten Falle dagegen saugt das Überwiegen der Sen- 
kung die Sedimente gewissermafien an und hält sie auch fest, da 
ihre Ablagerung nur selten und auf kurze Dauer durch Abrasions- 
zeiten verhindert wird. Wir kommen zu dem Schlusse, daf in den 
Epikontinentalmeeren viel häufiger tektonische Feinbewegungen 
von meist asymmetrischem und ruckweisem Charakter auftreten, 
als in den Räumen der grofen Faltengebirgsgeosynklinalen, wo 
umgekehrt allmähliche und kontinuierliche Absenkungen recht ver- 
breitet sind und die Entstehung mächtiger, fast fugenloser Schicht- 
komplexe bedingen. Finden wir aber Oszillationen, so ist doch der 
Rhythmus ein besonderer, indem das Vorwalten der Senkungstendenz 
gewissermafen die Hebungen überwältigt, sodaf die Zeit der Emer- 
sion (bezogen auf das Denudationsniveau) nur kurz, die der Sub- 
mersion dagegen lang ist — gerade umgekehrt wie in den Epi- 
kontinentalbecken. Die grofien Schichtmächtigkeiten beruhen also 
einesteils auf vermehrter Zufuhr von terrigenem Material, — da 
gemäB dem Zusammenhange von aufwärtigen und abwärtigen Be- 
wegungen (vgl. oben S. 213 #.) wohl anzunehmen ist, daf mit der 
verstärkten Vertiefung der Meere auch ein rascheres Aufsteigen 
und eine intensivere Denudation der randlichen Festländer einher- 
geht —, andernteils auf der geringeren Zahl und Dauer der Unter- 
brechungen. Beide Umstände lassen es gerechtfertigt erscheinen, 
die geosynklinalen Mächtigkeiten nicht als aufergewühnlich, sondern 
als normal aufzufassen, da sie durch den fast oder ganz kontinuier- 
lichen Absatz eine vollständigere sedimentäre Überlieferung gegen- 
über den vielfach und langdauernd unterbrochenen Schichtfolgen 
der Epikontinentalmeere aufweisen, die nur als eine im Vergleich 
zu der optimalen verkümmerte Entwicklung zu betrachten sind. 


5 V. 
Schon oben wurde die Frage gestreift, ob tektonische Unter- 
. brechungen und erneuter Absatz die einzige Môglichkeit zur Aus- 
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bildung geschichteter Sedimente bieten. Auch Schwankungen einer 
Reiïbe anderer Faktoren vermôügen eine vertikale Gliederung in der 
Folge der Ablagerungen hervorzurufen und lassen unter mannig- 
fachen Umständen eine ganze Reïhe verschiedener Schichtungstypen 
entstehen, die vor allem in den Arbeiten K. Andrées!') eine 
zusammenfassende Darstellung gefunden haben. Andrée?) defi- 
niert die Schichtung als: ,die Eigenschaft der Sedimente und 
Sedimentgesteine, aus einzelnen mehr oder minder dicken sowie 


 seitlich mehr oder minder weit sich erstreckenden Lagen zu be- 


stehen, welche, falls sie nicht auch stoffliche Verschiedenheiten 
zeigen, so doch wenigstens eine leichte Trennbarkeit nach den 
Schichtflächen erkennen lassen“. Er entwickelt aus einer einge- 
henden Diskussion des Beobachtungsmaterials eine Systematik der 
Schichtungsarten, die von den gro$en Gruppen der konkordanten 
Parallelschichtung und der diskordanten Schrägschichtung ausgeht 
und innerhalb dieser wieder nach dem Rhythmus des Gesteins- 
wechsels, dem Fehlen oder Vorhandensein von Unterbrechungen 
und andern Merkmalen die Einzeltypen unterscheidet. Die Klassi- 
fikation ist demnach eine grofenteils morphologische, bei der aber 
auch genetische Momente eine Rolle spielen, und sie hat den Vor- 
zug, im konkreten Falle eine leichte und sichere Einordnung zu 
ermüglichen. 

Doch kann man die Frage aufwerfen, ob sich nicht ein rein 
genetisches System der Schichtung schaffen läfit, in dessen Ab- 
teilungen man die natürlichen Vorkommen vielleicht nicht so leicht 
unterbringen kann, das aber dafür als heuristisches Prinzip einen 
Wert hätte. Wegweisend sind hier die Darlegungen E. Phi- 
lippis*), der zuerst den Gedanken konsequent durchführte, daf 
gleiche Schichtungen nicht gleichartig entstanden zu sein brauchen, 
ein Umstand, auf den auch K. Andrée aufmerksam macht. Für 
Philippi bestand das Problem, die Überlagerung von kalkarmen 
und kalkreichen Tiefseesedimenten zu deuten, und er tat dies, 
indem er in manchen Fällen die eiszeitliche Temperaturdepression, 
in andern, wo dies nicht angängig erschien, dagegen vertikale 
Bewegungen des Meeresbodens zur Erklärung heranzog, wie er 


denn überhaupt Klima und Tektonik als die Hauptfaktoren der 


1) K. Andrée, Wesen, Ursachen und Arten der Schichtung. Geol. Rdsch. 
Bd. 6, S. 351, 1915. Ders., Geologie des Meeresbodens. Bd.II. Leipzig 1920. 

2) K. André, a. a. O. 1915, S. 351. 

3) E.Philippi, Über das Problem der Schichtung und über Schichtbildung 
am Boden der heutigen Meere. Zs. d. geol. Ges., Bd. 60, S. 346, 1908, 
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marinen Schichtbildung betrachtete. Damit war zum erstenmale 
ausgesprochen, daB Konvergenzerscheinungen in dem schichtmäfigen 
Aufbau der Sedimentgesteine eine groBe Rolle spielen und daf es 
daher eingehender regionaler Untersuchungen bedürfe, um jeweils 
den Ursachen auf die Spur zu kommen und morphologisch tüiber- 
einstimmende Phänomene genetisch zu gruppieren. 

Ein weiteres Beispiel môge das verdeutlichen, nämlich eine 
Analyse der Wechsellagerang Sand — Ton, oder allgemein feineres 
— grôberes Sediment, wobei die Einzelschichten durch rasche Über- 
gänge miteinander verbunden seien. Eine solche Repetition kann 
einmal dadurch entstehen, daB sich periodisch Hochfluten in ein 
wassererfülltes Becken wälzen, deren Schuttführung sich ent- 
sprechend der Sinkgeschwindigkeit der Einzelpartikel beim Absatz 
in die verschiedenen KorngrôBenanteile trennt. Zweitens vermügen 
Klimaschwankungen das gleiche Bild hervorzurufen, es sei nur an 
die Warwen der postglazialen Eismeertone des Ostseegebiets er- 
innert. Drittens kann ein Variieren der Strômungsgeschwindigkeit 
des Wassers einem bestimmten Punkte bald feineres, bald grôberes 
Material zuführen, das sich dort wechselweise absetzt. Viertens 
wird bei tektonischen Oszillationen durch die wechselnd starke 
Erosion auf dem Festlande und durch die Hebung und Senkung 
des Meeresbodens ein ähnliches Alternieren des Sediments ent- 
stehen. Fünftens vermôügen auch ferne Krustenbewegungen, die 
das Absatzgebiet nicht unmittelbar ergreifen, das gleiche zu ver- 
ursachen. Wir knüpfen hier an die Darlegungen über das englische 
Callovien an, wo der sandige Kelloway rock infolge einer rand- 
lichen Hebung und Abtragung weit ins Becken hineingeschüttet 
wurde. In-der gleichen Weise muf auch während der vielen 
kleineren Lücken die grôbere Fazies vorgreifen, etwa in der Art: 


Beckenrand Beckeninneres 
Sedimentation feineres Sediment 
Lücke grôberes Sediment 
Sedimentation feineres Sediment  * 
Lücke grôberes Sediment, 


sodaB die Repetitionsschichtung indirekt tektonisch bedingt ist, da 
sie nur entfernte Geschehnisse widerspiegelt. Damit sind fünf 
grundverschiedene Ursachen namhaft gemacht, die aber im End- 
effekt die gleiche symmetrische Repetitionsschichtung hervorgerufen 
haben, soda es nicht immer leicht zu sagen ist, durch welchen 
Vorgang der Einzelfall zustandcgekommen sein mag. Ganz ähnlich 
steht es mit der nicht kontinuierlichen Sedimentation, im speziellen 
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mit der Omission Arn. Heims'), denn Unterbrechungen mügen 
dadurch bedingt sein, daf die Strômungsgeschwindigkeit des ab- 
setzenden Mediums allzusehr zunimmt oder daf der in Frage 
stehende Raum tektonisch bis an die Grenze des Denudations- 
niveaus gehoben wird, ja auch klimatische Ursachen (kontinentale 
Trockenzeiten mit sehr reduzierter Schuttlieferung), rhythmische 
Fällangsmechanismen, die einer gewissen Übersättigang bis zur 
Ausscheidung bedürfen, und — im besonderen Falle der Tuffe — 
Pausen in der vulkanischen Tätigkeit künnen Sedimentationslücken 
erzeugen. Auch hier treffen wir auf eine Vielheit der Ursachen, 
die in ihren Auswirkungen so sehr konvergieren künnen, daf sie 
im Einzelprofil dasselbe Bild ergeben. Es ist jedoch ersichtlich, 
daB gerade die genetische Zergliederung die Anregung zu exakten 
Fragestellungen zu bieten vermag und geeignet ist, den Blick auf 
regionale Untersuchungen zu lenken, die das vorliegende Problem 


. oft allein zu klären vermügen. 


Die dargelesten Beispiele haben gezeigt, daf eine genetische 
Klassifikation der Schichtung neben der morphologischen ihre 
Daseinsberechtigung besitzen dürfte. Die Gliederungsprinzipien 
lehnen sich wohl am richtigsten an gewisse Vorstellungen der 
Phasenlehre an, die in der Mineralogie und Petrographie mit so 
groBem Erfolge eingeführt ist, und deren Betrachtungsweise auch auf 


- die vorliegende Frage anwendbar erscheint. Die Sedimente scheiden 


sich aus einem vielphasigen Systeme ab, als dessen ZustandsgrüBen 
Stromungsgeschwindigkeiten, tektonische Bewegungen, Klima usw. 
in Betracht kommen. Werden alle diese auf gleicher Hôhe ge- 
halten, so erfolgt eine kontinuierliche Sedimentation (bezw. Denu- 
dation) ohne Schichtung, wird dagegen ein Faktor variiert, so 
reagiert das System mit der Abscheidung eines veränderten Boden- 
kôürpers, eine mehr oder weniger deutliche Schichtfläche trennt 
eine ältere Bank von einer jüngeren, die unter anderen Bedingungen 
entsteht, und es bildet sich ein geschichtetes Sedimentgestein, das 
aus einer Reïhe von Lamellen mit jeweiïls bestimmten Komponenten 
aufgebaut ist. Auf diese Weise erhalten wir eine eindeutige Zu- 
ordnung der Schichtungsart zu dem Elementarvorgange, nämlich 
der Abwandlang je einer ZustandsgrôBe bei Konstanz der übrigen. 
Freilich wird sich in der Praxis oft herausstellen, daf Variationen 
verschiedener Faktoren die gleiche Schichtung erzeugen, d.h., es 
ergeben sich Konvergenzen, von denen oben eïnige geschildert 


1) Arn. Heim, Über submarine Denudation und chemische Sedimente. Geol. 
Rdsch., Bd. 15, S. 5, 1924. 


Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1925. Heft 2. 15 
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wurden, oder manche Faktoren sind so eng gekoppelt, daf fast 
stets eine Veränderung des einen auch eine des andern mit sich 
zieht. Gleichwohl dürfen diese Unstimmigkeiten nicht dazu ver- 
anlassen, der Einteilung nach Erscheinungen vor der nach Vor- 
gängen den Vorzug zu geben, umso weniger, als sich bei den 
Minerallagerstätten die Gliederung nach genetischen Prinzipien 
gegenüber morphologischen auBerordentlich bewährt hat (Lind- 
gren, Niggli, Schneiderhôühn). 

Führt man den skizzierten Gedankengang durch, so ergibt sich 
das folgende genetische System der Schichtungsarten, das natur- 
gemäB nur einen ersten unvollständigen Versuch darstellen kann. 


Der nebenstehenden Tabelle seien einige Erläuterungen hinzu- 
gefügt. 

Zu a) Zu den primär geschieferten Gesteinen Salomons ge- 
hôüren alle die, welche Teilchen enthalten, die in einer oder zwei 
Dimensionen unverhältnismäBig gestreckt sind, also Schotter aus 
flachen Gerüllen, Glimmersandsteine, viele Lumachellen, manche 
aus Zweigen und Stengeln bestehenden Torfe, Nummulitenkalke 
und dergl. 

Zu b) Die Saigerung setzt eine episodische Sedimentzufuhr 
voraus, bei der aus allen môglichen KorngrôüBen bestehendes Ma- 
terial plôtzlich herbeitransportiert wird, das sich dann allmählich 
je nach der Geschwindigkeit des Sinkens absetzt und dadurch nach 
Feinheitsgraden sondert. Saigerungsvorgänge bestimmen auch den 
besonderen Ablauf anderer Sedimentationsprozesse; es sei nur an 
die Arbeiten von M. Sauramo !) erinnert, der aus den Einzel- 
heiten der Warwenschichtung Schlüsse auf den Salzgehalt der 
postglazialen Ostsee ziehen konnte. 

Zu c) An rhythmische Fällung als Ursache der regelmäBigen 
oft viel hundertfach wiederholten Repetitionsschichtung dachte vor 
allem Alb. Heim”°), wenn er sagt, da in der Bildung einer 
Schicht, also im Ausfällungsvorgang selbst, der Anstof zum Ab- 
satz der nächsten zu suchen sei. Unbestrittene Beispiele für diese 
Gruppe sind jedoch noch nicht bekannt geworden, obwohl die 
physikalisch -chemischen Vorbedingungen dafür, wie die Unter- 
suchungen W. M. Fischers®) erwiesen haben, wohl erfüllt sind. 


1) M. Sauramo, Studies on the quarternary Varve sediments in southern 
Finland. Bull. comm. géol. Finlande 60, 1928. 

2) Alb. Heim, Einige Gedanken über Schichtung. Vierteljahrsschr. Naturf. 
Ges. Zürich. Jahrgg. 54, S. 330, 1909. 

3) W. M. Fischer, Studien an übersättigten Lôsungen. Zs. f. anorg. 
Chemie, Bd. 145, S. 811, 1925. 
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Zu d) Zeiten der Blüte und des Rückgangs von Organismen 
sind zwar meistens durch äufere Anlässe bedingt, kônnen aber 
auch zuweilen ihre Beweggründe in sich selbst tragen. Nur an 
letztere Fälle ist bei der reinen biogenen Schichtung zu denken, 
also etwa an Bodenmüdigkeit, Selbstvergiftungsvorgänge und endo- 
gene Rhythmen, die einen Wechsel in der Besiedlung des Sedi- 
mentationsraumes véranlassen. 


Zu e) Schichtungen, die durch einen Wechsel in der Richtung 
oder der Stärke der Wasser- oder Luftstrômungen verursacht sind, 
sind sehr verbreitet; hierher gehôüren alle diskordanten (geneigten) 
sowie ein Teil der konkordanten und Unterbrechungs-Schichtungen 
Andrées. Die Stromungsbahnen werden oft schon infolge ganz 
geringfügiger AnstôBe weitgehend verlegt, man denke nur an die 
Verschiebungen eines Flufbetts auf einem Schotterfelde, doch 
kônnen auch klimatische und tektonische Impulse eingreifen und 
sich mit dem reinen Vorgange des Stromwechsels kombinieren. 


Zu f) Über klimatische Schwankungen als Ursache der Repe- 
titionsschichtung erschien kürzlich eine anregende Arbeit von 
A. Winkler!) Er führt die Bänderung und Bankung des 
Flysch, der Kalke und der hornsteinführenden Serien des süd- 
alpinen Mesozoikums auf langperiodischen Klimawechsel zurück, — 
ein Gedanke, den erstmalig Pompeckj?) vertreten hat und der 
weitere Prüfungen in andern Gebieten verdiente. Allgemein be- 
kannt sind die Bändertone der postglazialen Ostsee, in deren 
Schichtung sich nach den Forschungen de Geers der jährliche 
Temperaturgang widerspiegelt. 

Zu g) Durch die wechselnde Intensität der vulkanischen und 
postvulkanischen Prozesse werden schwankende Mengen von Erup-+ 
tionsmaterial und Exhalationsprodukten zu Tage gefôrdert, die 
beim Wiederabsatz eine Gliederung der Sedimente hervorrufen 
kônnen. Auf diese Weiïise entsteht z. T. die feine Bänderung der 
Tuffe, oder es schalten sich Aschen zwischen andersartige Sedi- 
mente ein, wie in den von Andrée) zitierten Beispielen aus dem 
südlichen atlantischen Ozean. Auch die vielfach feine Wechsel- 
lagerung des Roteisensteins des Lahngebiets mit Kalken und 
Schiefern wird von Harbort, Ahlburg und Michels auf 


1) A. Winkler, Zum Schichtungsproblem. Ein Beitrag aus den Südalpen. 
N. Jb. BB. 53, Abt B, S. 271, 1926. 

2) J. F. Pompeckj, Die Bedeutung des Schwäbischen Jura für die Erd- 
geschichte. Stuttgart 1914. $. 28. 

3) K. Andrée, à a. O., 1920, S. 431. 
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periodisch verstärkte Exhalationen im Gefolge der mitteldevoni- 
schen Diabasergüsse zurückgeführt. 

Zu h) u. i) Die tektonischen Einflüsse auf die Ablagerungs- 
bedingungen und die Schichtung bildeten ja den Ausgangspunkt : 
unserer Betrachtungen, in denen ihre Bedeutung und die Methode 
ihres Nachweïses ausführlich erôrtert ist. In der Tabelle ist die 
direkte von der indirekten tektonischen Schichtung unterschieden, 
da einmal ein Sediment dadurch schichtweise gegliedert werden 
kann, daB der unmittelbare Untergrund von Krustenbewegungen 
ergriffen wird (die Zyklen Klüpfels und die Sedimentations- 
rhythmen und Unterbrechungen in Nordengland), zum andern sich 
auch tektonische Verschiebungen in entfernten Gebieten im Sedi- 
ment abbilden kôünnen (Veränderung in der Beschaffenheit des 
Meerwassers durch Heben und Senken einer Barre, Wiederspiege- 
lung einer randlichen Unterbrechungsschichtung im Becken. (Vgl. 
oben). 

Aufer Konvergenzen sind auch Koppelungen von Einzel- 
vorgängen bei der Entstehung der Schichtung sehr verbreitet und 
machen es in vielen Fällen notwendig, mehrere Teilursachen aus- 
einander zu halten. Ein Beispiel hierfür ist die infolge von Krusten- 
bewegung episodische Aufschüttung eines glimmerigen Sandsteins, 
bei der sich Primärschieferung und direkte oder indirekte tekto- 
nische Schichtung paaren; oder ein durch eine feuchte Klimaperiode 
verursachtes Hochwassersediment, das sich ruhig absetzte und aus- 
saigerte (klimatische kombiniert mit Saigerungsschichtung); oder 
die Sedimentationsunterbrechung infolge tektonischer Hebungen, 
die durch die abwaschende Tätigkeit von Strômungen in ihrer 
Wirkung verstärkt sind, u.s.f. Wir kônnen solche Schichtungen, 
die durch ein Zusammenwirken mehrerer Einzelvorgänge zustande 
gekommen sind, als polygene von den monogenen unterscheiden. 
Ihre Analyse ist naturgemäf noch viel schwieriger und bislang 
wohl kaum in Angriff genommen. 

Die Schichtungsarten lassen sich nach verschiedenen Prinzipien 
zu grüberen Gruppen zusammenfassen, einmal auf Grund der Form 
der Gresteinskomponenten, zweitens nach der Herkunft des Impulses 
zur Ausbildung der Schichtgrenzen. Die Grestalt der Einzelpartikel 
kann entweder rundlich oder in einer bezw. zwei Dimensionen be- 
sonders ausgedehnt sein. Im letzteren Falle bedingt allein schon 
die parallele Anordnung im Gestein, die Textur, eine schichtige 
Absonderung, die im ersteren nur durch einen Wechsel in der 
KorngrüBe oder im Material, d. h. durch Absatz eines neuen, 
abweichend zusammengesetzten Bänkchens entstehen kann. Wir 
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erhalten so die beiden Abteïlungen der texturellen und der Bankungs- 
schichtungen. Der Impuls zur Bildung eines Schichtgesteins kann 
einmal im Sedimentationsvorgange selber liegen und bei gleich- 
bleibender Materialzufuhr bezw. auf einen Anstof hin selbsttätig 
ablaufen — so in der Gruppe der autonomen Schichtungen. Andern- 
falls muB die Bildung jeder neuen Schicht durch eine äufere Ein- 
wirkung auf das System eingeleitet werden: dann ist von indu- 
zierter Schichtung zu sprechen, wobei man nach der Herkunft des 
Impulses endogene oder exogene Induktionen unterscheiden kann. 


